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Abstrak.

Persamaan Dirac dengan potensial skalar dan vektor yang sama yang merupakan
potensial non-sentral hasil kombinasi potensial Rosen-Morse hiperbolik terdeformasi
q dengan potensial non-sentral Poschl-Teller diselesaikan dengan polinomial
Romanovski. Spektrum energi dan fungsi gelombang relativistik terdeformasi
diperoleh dari persamaan Dirac bagian radial sedangkan dari persamaan Dirac bagian
sudut polar diperoleh bilangan kuantum orbital terdeformasi dan fungsi gelombang
polar relativistik terdeformasi. Spektrum energi relativistik tereduksi menjadi
spektrum energi non-relativistik pada batas non-relativistik. Hadirnya potensial
Poschl-Teller menyebabkan meningkatnya spektrum energi sistem.

Kata kunci: persamaan dirac, potensial rosen-morse hiperbolik terdeformasi q,
potensial non-sentral poschl-teller, dan polinomial romanovski.

PENDAHULUAN

Persamaan Dirac yang mendiskripsikan
perilaku benda-benda subatomik yang ber-spin
Y52 untuk potensial shape invariant sentral
maupun non-sentral telah dikaji oleh beberapa
peneliti dengan menggunakan metode NU
(Alhaidari, 2001; Ikhdair, 2010; Quan et.all,
2009). Potensial fisis tewrsebut banyak
digunakan  untuk  mendiskripsikan  efek
relativistik pada energi vibrasi-rotasi yang
kompleks dari molekul yang berstruktur
kompleks (Quan etall, 2009). Dengan
mengasumsikan bahwa potensial skalar sama
dengan potensial vektor maka persamaan Dirac
tereduksi  menjadi  persamaan  mirip/tipe
Schrodinger. Dengan demikian Pewrsamaan
Dirac satu dimensi dapat dipescahkan dengan
metode yang digunakan untuk memecahkan
persmaan Schrodinger.

Dalam makalah ini energi relativistik dan
fungsi gelombang untuk potensial Rosen-Morse

hiperbolik plus potensial Poschl-Teller yang
terdeformasi secara spasial dianalisis dengan
polinomial Romanovski terbatas. Potensial
hiperbolik terdeformasi adalah potensial fungsi
hiperbolik yang terdeformasi dengan parameter
g, yang diusulkan oleh Arai (Arai, 1991).
Menurut Dutra (2005), deformasi q yang
diusulkan Arai tidak lain sejenis dengan pen-
skala-an pada koordinat spasial dengan
menggunakan translasi atau transformasi
variabel spasial. Deformasi kuantum telah
ditelaah secara intensif dalam dua dasa warsa
terakhir karena dapat diaplikasikan untuk
mengkaji terjadinya deformasi pada inti
(Honusek, Vinduska, dan Wagne, 1992;
Sviratcheva, et.all, 2004), pada rotasi-vibrasi
yang dipengaruhi oleh potensial osilator
harmonik (Ballesteros, Civitarese, & Reboiro,
2005; Bonatsos, Daskaloyannis, & Kokkotas,
1992), dan sebagainya.

Polinomial Romanovski terbatas merupakan
metode tradisional yang mengubah persamaan
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tipe Schrodinger menjadi persamaan tipe
hipergeometrik melalui substitusi variabel dan
fungsi gelombang. Polinomial Romanovski pada
awalnya diusulkan oleh E.J Routh (Routh, 1884)
dan 45 tahun kemudian dikaji ulang oleh V.L
Romanovski (1929). Kata “terbatas” pada
polinomial =~ Romanovski  berarti ~ bahwa
banyaknya polinomial Romanovski yang
orthogonal terbatas (Alvarez-Castillo dan
Kirbach, 2007). Potensial Rosen-Morse
trigonometrik telah diaplikasikan sebagai model
untuk telaah quark gluon (Flugge) sedangkan
potensial  Poschl-Teller — digunakan untuk
mendiskripsikan vibrasi-rotasi pada molekul
(Greene dan Aldrich, 1976).

REVIEW POLINOMIAL ROMANOVSKI,
PERSAMAAN DIRAC DAN DEFORMASI q
FUNGSI TRIGONOMETRIK

Review Polinomial Romanovski

Dengan substitusi variabel yang sesuai dan
dengan menggunakan fungsi gelombang baru
pada persamaan tipe Schrodinger maka
diperoleh persamaan tipe hipergeometrik yang
secara umum dinyatakan sebagai

3%y, 0y

0O—2+4T—=2+Ay, =0 1
as® s M
dengan
o(s)=as’ +bs+cT =sd+e;

A=A\, =—{n(n—1+2n(1- p)} )

Untuk polinomial Romanovski, nila-nilai
parameter pada pers. (2) adalah
a=1,b=0,c=1,d=2(1-p)
dan e=¢qg,p >0 3)
Polinomial Romanovski R'"?(s) dibangun

berdasarkan fungsi bobot w(x) yang diperoleh

dari  penyelesaian  persamaan  Pearson,
do
dlow) _ (x)w(x) adalah
dx
- -1
w(s) = (1 + s2) P eatan () )

25
1
Rr(lpyq) (S) — - -
e
! {<1+s2)_l7+”eqtanl(s)}
ds"

Dengan memasukkan pers. (2), (3), dan (4) ke
dalam pers. (1) diperoleh pers.diferensial
Romanovski,

52 RPa) ORP-)
1+s° L+ 25(—p+1)+qj—L—
(+s) 25—+ 2sCp+Dral=—

—{n(n=1)+2n1-p)|R"" =0

dengan ¥ = RV (s) Persamaan tipe
Schrodinger akan berubah menjadi persamaan
diferensial Romanovski bila disubstitusikan
variabel yang sesuai, r = f{s), dan fungsi
gelombang baru,

E jan’ls
X(N=g,&=(1+s7)ze>" "DF )

pada persamaan tipe Schrodinger, dengan
0,59 (s) = R¥P(s) 8)

Review Deformasi q pada Fungsi Hiperbolik
dan Trigonometrik

Definisi fungsi hiperbolik terdeformasi q
yang diusulkan oleh Arai aplikasinya pada
sistem  kuantum  telah  dikaji = dengan
menggunakan metode NU [15]. Analogi dengan
definisi fungsi hiperbolik terdeformasi q, kita
usulkan definisi fungsi trigonometrik
terdeformasi q dan translasi variabel spasial
sebagai berikut :

) (eiV’ - qe”'y’) ) !e’y’ +qge™™ )
sin,, yr =*———; cos_yr=
2i 2
sin,, yr

)

2 I _
cosqyr+smqyr—q, tanqyr_
cos, yr

Translasi variabel spasial pada fungsi
trigonometrik juga analogi dengan usulan Dutra

yaitu
In In
r:y+—'\/gdan y:r——.\/g (10)
Y ye
sehingga diperoleh

sin, yr = \/Esinyr; cos, yr = \/gcosyr
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sin_ yr cos, yr

—L—; cosyr=

Vo

Dengan menggunakan definisi pada pers.
(11) akan dikaji aplikasi fungsi trigonometrik
terdeformasi q.

(11)

sinyr =

Persamaan Dirac untuk Potensial Non-
Sentral Rosen-Morse dan Poschl-Teller
Terdeformasi g

Persamaan Dirac dengan potensial skalar
potential S(r) dan vektor V(r) [3]adalah
led.p+B(Mc +S@ W (7) = {E-VE W ()

(12)
dengan M adalah massa relativistik partikel, E
adalah energi total, dan p adalah operator
momentum linier,

e-(0) eyt
o) 0 0o -1

dengan ¢ adalah matriks Pauli 3 dimensi, I
adalah Zx 2 matriks identitas. Dengan
mengambil A,c=1 , potensial Sir) = Vir)
dan fungsi gelombang terdiri dari

W (r) = (Z (”] (14)

X (r)
maka dari pers. (12) - (14), diperoleh
P+ WM +BE () =E-MRX () (15)

P+ DM+ B KO =~E -MX@)  (16)

Persamaan Dirac pada pers (16) tereduksi
menjadi persamaan Schrodinger pada batas non-
relativistik bila, & —M = Exyg , Exng adalah
energi non-relativistik, F+ M = 22, w0 adalah
masa nonrelativistik sehingga pers. (11a) dan
(11b) tereduksi menjadi persamaan Schrodinger
tetapi energi potensialnya 2V

{p— + 2V<r)}z (r) = Eyl () (17)

24

dan

{p_+2V(r)}X(r) =_ENRX(r) (18)
2u

Persamaan (18) menjadi pers. Schrodinger bila

kita set V(7] = % [7].

Penyelesaian Persamaan Dirac untuk
Potensial Non-Sentral = Rosen-Morse
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Plus Poschl-Teller Terdeformasi
Menggunakan Polinomial Romanovski

Persamaan Dirac dengan potensial vektornya
adalah potensial non-sentral trigonometrik
Rosen-Morse plus Poschl-Teller terdeformasi q

Vle)
Vir] = — . .
untuk ¢ yang diperoleh dari pers. (18)
adalah
iz vo+D -20 cotqi
2 Y| sin 2L Y
-V +(E+M) “y ((r.0,9)
1(kK=1) AA-D
" r? [sinzq 0) " cos2q (6)]

= (Ez _MZ)Z (r’e’(p)
(19)

dengan 0 < L < o0, Y adalah konstanta dengan

dimensi panjang, Vv >0 0>0
K >1,A >1yang merupakan fungsi kedalaman
potensial. Dengan menggunakan metode
pemisahan variabel untuk

{lr @, ¢) = R(r)P(8)&{p), diperoleh

L Vv +1)
2
sinq

—25cotqi
2 I Y

li(ﬂ a—RJ—(E—irM)r2
R or or

+rX(E*=M*=1(1+1)

(20a)

1 a(. apj 1 10*®
smqe

_Psinq9£ 00 _sinqzeaacp2

K(K—1) N AA-1)
sinzq (9) coszq (9)

+(E+M)£ ]:l(l+1)

(20b)
Dari penyelesaian pers. (20a) diperoleh energi
relativistik dan fungsi gelombang relativistik
bagian radial, bilangan kuantum radial
terdeformasi dan fungsi gelombang angular
relativistik diperoleh dari pers. (20b).

Penyelesaian Persamaan Dirac Bagian Radial
dengan Polinomial Romanovski

. —£ 1 T _ 1 r
Jlka‘?_r,-':T -M =€ dan —<<1
Y
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maka nilai pendekatan untuk faktor
sentrifugal [14] adalah

1

11 ( o rj
—=—|d,+1/sin,~—

2 2 0 _
r Y Ty dengan g Tz,
maka pers. (20a) menjadi
(E+MNEO+D)+1(1+1)

o°X 1 Sinq2 L
o |y B
—-20(E+M)cot, —
Y
+(E2 _Mz)x _MX =0
2D
Dengan mensubstitusikan variabel
cot , r_ x pada pers. (21) diperoleh
Y
(E+MVO+D+II+1)
q
2
(1+x2)6—)2(+2x%— _25(E—+]2\/I)x X =0
Ox Ox 1+x%)
(ve-11+14d,)
1+
(22)

Bila pada pers. (22) disubstitusikan fungsi
gelombang baru pers (7) diperoleh

o’D
(1 +x* ) e

+{2x(B+Dh-a} ZD

X

2
qu_%+ B2 -28(E+M)x—(y’e? ~I(1+1)d,)

— 1+x2 D=0
+(E+M)\)(vq+1)+l(l+1)_[32_l3

(23)
Dengan membandingkan pers (6) dan (23)
diperoleh

B=-p. a=—¢,

(E+M)\/(vq+1)+l(l+1)_Bz_B

={n(n—1+2n(1- p)} (24)

27

o= DELM)
B

2

B - = (v?e*-10+1)d,)

[32—62(E[B+M)2=(y282—l(l+1)d0) (25)

Nilai 3 yang diperoleh dari pers. (24) dan (25)
adalah
5 :\/(E+M)v(v +h+lg+) 11 (26)

q 4 2
dan
(yzsz_l(“_l)do)i\/(V252_l(l+1)d0)
B = +40°(E+M) 27)

2
Dengan menggunakan pers (26) dan (27)
diperoleh energi relativistic yang mempunyai
arti fisis

2
g el \/(E+M)\/(v+1)+l(l+1)+l_n_l
y q 4
~ dNE+M)* +l(l+1)du
2[\/(E+M)v(v D+id+D) 1 1}2 A
y Fo—n——
q 4 2
(28)

Nilai [ dan O yang sesuai dengan pers. (28)
adalah
B = (E+M)V(V+1)+l(l+1)+l_n 1

q 4 2
dan
_ 20(E + M)
_\/(E+M)v(v DI+ 11
q 4 2
(24)

Pada batas nonrelativistik ketika, £ — M = Eyg,
Eur  adalah energi  non-relativistik,

E+M-—2u, dan bila parameter potensial

Vv +1
vektor  diset Vv +1)—> (—) dan
2u
20 .
20 — — serta bila g=/ dan /=0 maka Eyg

2u
yang diperoleh dari pers. (28) adalah
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2

1 t 1 1

E. . = D+——n——
NR zuyz( (\’+)+4 n 2]

45°

2
yz[,ﬁ(v +1)+i—n—éj

1 2 45°
= 2uy’ {(V —n) _(V _n)z}

Fungsi bobot, polinomial Romanovski dan
fungsi gelombang bagian radial dari pers. (24)
adalah

wis) = (14 x?) peatea () = (1 4
xijﬁe—atm_’ﬂx)

(29)

(30)
R&m)( s) = DEF'RJ( s)=
1 i m
[1+x3 )ﬁi‘“‘ﬂﬂ_l@f)? W+ xﬂ) (1+
xzjﬁe—nmn_lﬂxj}
(31

Penyelesaian Persamaan Dirac Bagian Polar

P=0Q/+/sinB
— _m2@ pada pers. (20b) diperoleh

Dengan  memisalkan dan

0°D
0%
4’0 {(E—i—M)K(K—1)+m2—%}/sinq29

d9> 0

[\

+AA—1)(E+M)/cos,’0

+(l(l+1)+%)Q=O

(32)
Dengan mensubstitusikan variabel
14i
cos, 6 = q( = ”j (33)

pada pers (32) maka pers (32) menjadi
i'g  _ig
) = -
(1+57])—= Tsas +
( ol a-11+m? -0 th(h-1)

2q(1+sgj

1 1
ala- 1]+m3_a|:—b(b—1j !.Sj _ (r(:+ 1)+-] 0=0
2g[1+54) 4
(34)
dengan

ala—1)=(E+M) (K 1) (352)
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bb-1)=ANA-1)(E+M) (35b)
Bila fungsi gelombang
Qis) =g, (5)=(1+
ngggftn_"sDiB,mj [5:]

(36)
dimasukkan ke pers. (34), diperoleh:
i1 +sE: %4_ {si2p + 1:—51]%—

f P a1 4md-do-bib-1 —Dind-tora-n)
kzﬁ'sz—scr—%-riﬁ'—iﬂ‘{ E )}Ls'—;d(" 1)+'¢q34+ @ ):
) )
\

1
[' I(i+i)+ll) _ ﬁ:}D —q
(37)

Dengan membandingkan pers. (6) dan (37)
diperoleh

ﬂ(ﬁ:—l)-i-mz—iq—b(b—lj )

. =28 —w (382)
1
{p+3)=201-p) (38b)
ala-1)+m—2g+b(b—1) & ;
g =% gtz
g Z 2 A (38¢)
(z(z+1)+—‘] _ g
* (38d)

Dengan memanipulasi keempat pers. pada pers.
(38) diperoleh

f=+ (ala-14me) ':i‘?‘*b(b‘l]:' 41
= 4q - &g 2

(39)
dan dari pers. (J) dan (K) diperoleh harga / yang
mempunyai arti fisis adalah

: [CelaD ) ":i*‘*’f*‘ﬂ)
(!-I_E):Z {-\1 :?M B 4 +

2 +mn
F
(40)
maka
_ (ala-1)+m2) I:‘—:q+b(b—1)) +E
ﬁ - \i tq g 2
(41a)
dan
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[ bt
@ =i (el@—1)+m=) + (;q+b(b—1)J
q q

(41b)
Dengan memisalkan
4= (ala— 1)+ ]
g
(42a)
dan
(42b)

maka dari pers. (37) diperoleh fungsi bobot,
polinomial Romanovski dan fungsi gelombang
bagian sudut sebagai
1 -
w = [1 + SE]ig‘;e—n:tn ‘s -
24 —28
C (GWE[E]) (S[ﬂg(ﬂ]]
q q

43)
rFY(s) = pif(s) =
11 d_:{[1+52]n[1+
(1es2 " Tg-man1n &
SEJﬁ_%e—a:aﬂ'l(s]}
(44)
Qs)=g,(s)=(1+
sEe s e plEal(s)
(45)

SIMPULAN

Energi dan fungsi gelombang relativistik
untuk potensial non-sentral Rosen-Morse dan
Poschl-Teller terdeformasi q dihitung dengan
menggunakan polinomial Romanovski dari
persamaan Dirac 3 dimensi. Pada batas non-
relativistik energi relativistik tereduksi menjadi
energi Rosen Morse untuk q= 1 dan 1=0, fungsi
gelombang radial tereduksi menjadi fungsi
gelombang potensial Rosen-Morse, dan bilangan
kuantum orbital tereduksi menjadi bilangan
kuantum bola spheris.

Penelitian ini didanai oleh Penelitian Hibah
Pascasarjana dengan nomor kontrak
2340/UN27.10/PG/2012.
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