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ABSTRAK 

 

Model matematika adalah suatu representasi sederhana dari suatu fenomena atau peristiwa alam yang 

terjadi untuk disajikan dalam konsep matematis. Dari fenomena tersebut maka terbentuklah persamaan 

matematika yang lebih sederhana dan mudah untuk diselesaikan. Nano fluid adalah salah satu fluida baru 

yang memiliki keunikan karakteristik tersendiri. Komponen nano fluid adalah campuran fluida cair 

dengan partikel nano yang memiliki ukuran antara 1-100 nm. Terdapat sifat karakteristik dari fluida nano 

yaitu densitas fluida nano, viskositas, kalor spesifik fluida nano, dan konduktifitas termal. Pada penelitian 

ini, bertujuan untuk memperoleh sebuah model matematika aliran tak tunak pada nano fluid melewati 

bola teriris dengan pengaruh medan magnet. Untuk memperoleh model tersebut maka dibentuklah 

persamaan pembangun berdimensi dari persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan energy 

equation. Dari dimensional equation ditransformasikan ke dalam bentuk non-dimensional equation. 

Kemudian diklasifikasikan dalam bentuk similarity equation menggunakan teori pada lapisan batas. Hasil 

dari penelitian ini adalah diketahui pengaruh medan magnet pada aliran tak tunak nano fluid yang 

melewati bola teriris. 

 

Kata kunci:  aliran tak tunak, bola teriris, medan magnet, nano fluid 

 

PENDAHULUAN 

 

Model matematika merupakan suatu 

representasi sederhana dari suatu fenomena atau 

peristiwa alam yang terjadi untuk disajikan dalam 

konsep matematis. Sebagian besar peneliti saat ini 

menggunakan model matematika untuk digunakan 

sebagai dasar dari penelitian–penelitian yang 

sedang dilakukan dengan tujuan memudahkan 

dalam proses penyelesaian. Bidang ilmu 

matematika dengan penerapan model matematika 

dikelompokkan sebagai bidang matematika 

terapan. Dalam fenomena kasus fluida dibutuhkan 

model matematika untuk menyelesaikan kasus 

tersebut secara numerik dengan harapan 

mempermudah penyelesaian dalam masalah 

tersebut.  

Nano fluid adalah salah satu fluida baru yang 

memiliki keunikan karakteristik tersendiri. 

Komponen nano fluid adalah campuran fluida cair 

dengan partikel nano yang memiliki ukuran antara 

1-100 nm. Terdapat sifat karakteristik dari fluida 

nano yaitu densitas fluida nano, viskositas, kalor 

spesifik fluida nano, dan konduktifitas termal. 

Fluida yang digunakan pada penelitian ini adalah fluida nano yang termasuk dalam fluida Newtonian. 

Aliran tak tunak merupakan aliran 

kecepatan yang mengakibatkan perubahan suatu 

variabel dan waktu pada tempat tertentu. Aliran 

dengan penggunaan fluida nano dengan 

karakteristik fluida nano yang unik mengakibatkan 

meningkatnya interaksi dan tumbukan antar partikel, fluida dan permukaan yang dilaluinya 

sehingga memicu adanya lapisan-lapisan batas 

pada permukaan benda.  

Tahapan terbentukanya model matematika 

dalam penelitian ini adalah berasal dari 

pengembangan persamaan kontinuitas, persamaan 

momentum, dan persamaan energi yang disebut 

dengan persamaan dimensional. Selanjutnya dari 

persamaan tersebut ditransformasikan ke bentuk 

persamaan non-dimensional, dengan menggunakan 

persamaan teori lapisan batas (boundary layer 
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theory equation) maka diperoleh persamaan 

similaritasnya.  

 

 

METODE PENELITIAN 

 

Literature Study  

Dalam hal ini peneliti melakukan literature 

Study terhadap hal apa saja yang berkaitan dengan 

proses penelitian, misal mengenai karakteristik 

nano fluid, aliran tak tunak, lapisan batas, medan 

magnet, bola teriris, dan lain-lain yang berkaitan 

dengan fenomena penelitian yang dilakukan. 

 

Pengumpulan Data 

Tahap ini dilakukan pengumpulan data 

dengan cara menentukan variabel-variabel yang 

berhubungan dengan kecepatan dan temperatur 

yang terjadi pada aliran fluida. Variabel-variabel 

yang mempengaruhi pada studi kasus ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Densitas nano fluid  

  𝜌𝑛𝑓 =  (1 − 𝜒)𝜌𝑓 + 𝜒𝜌𝑠  (1) 

2. Viskositas  

  𝜇𝑛𝑓 =  𝜇𝑓(1−𝜒)2.5  (2) 

3. Konduktifitas termal 

  
𝑘𝑛𝑓𝑘𝑓 = (𝑘𝑠+2𝑘𝑓)−2𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)(𝑘𝑠+2𝑘𝑓)+𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)   (3) 

4. Parameter magnetic 

  𝑀 = 𝜎𝐵02𝑉𝜌𝑛𝑓𝑈∞  (4) 

5. Bilangan Prandtl 

  𝑝𝑟 = 𝑣𝑓𝛼𝑓  (5) 

 

Pembangunan Model Matematika 

Setiap model memiliki bentuk karakteristik 

tertentu. Pada tahap ini dikaji model matematika 

aliran tak tunak nano fluid melewati bola teriris 

dengan pengaruh medan magnet. Dalam kaitannya 

model yang dikaji terlebih dahulu adalah model 

fisik yang sesuai dengan harapan. 
 

 
Gambar 1. Model Fisik Bola teriris 

 

Tahap-tahap dalam penyusunan model 

matematika yaitu sebagai berikut: 

1. Membangun persamaan dimensional dalam 

bentuk model matematika yaitu persamaan 

kontinuitas, persamaan momentum, dan 

persamaan energi. 

2. Menentukan boundary condition untuk 

membentuk persamaan pembangun dalam 

model matematika. 

3. Mentransformasikan persamaan dimensional ke 

dalam persamaan non-dimensional kemudian 

dikelompokkan ke persamaan similaritas 

dengan menggunakan teori pada lapisan batas. 

4. Menyederhanakan model matematika dengan 

pendekatan fungsi alir (stream function). 

5. Menentukan model matematika dari aliran tak 

tunak pada nano fluid melewati bola teriris 

dengan pengaruh medan magnet. 

6. Mencari pengaruh medan magnet dari model 

matematika yang telah dibangun. 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

Persamaan pembangun yang digunakan 

dalam penelitian ini adalah berasal dari persamaan 

kontinuitas, persamaan momentum dan 

persamaan energi. Bentuk persamaan yang 

digunakan tersebut adalah sebagai berikut 

1. Persamaan kontinuitas 

Diasumsikan bahwa aliran fluida yang dianalisis 

terletak pada bidang 𝑥𝑜𝑦 

  
∂𝜌𝑛𝑓∂𝑡 + ∂(𝜌𝑛𝑓𝑢)∂𝑥 + ∂(𝜌𝑛𝑓𝑣)∂𝑦 = 0 (6) 

Dinotasikan dalam bentuk notasi vektor 

  
∂𝜌𝑛𝑓∂𝑡 + 𝜌𝑛𝑓(∇. 𝑉̅) = 0  (7) 

Karena pada penelitian bersifat incompresibble 

maka  
∂𝜌𝑛𝑓∂𝑡 = 0 maka  

  ∇. 𝑉̅ = 0 (8) 

2. Persamaan momentum 

Dari persamaan kontinuitas dan sifat divergensi 

maka persamaan tersebut menjadi  

  𝜌(∂𝑉∂𝑡 + 𝑉̅ ⋅ ∇𝑉̅)𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = ∑ 𝐹 (9) 

Dengan ∑ 𝐹 adalah komponen gaya-gaya yang 

bekerja dipermukaan maka  

  𝜌𝑛𝑓(∂𝑉∂𝑡 + 𝑉̅ ⋅ ∇𝑉̅)𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = 𝐹𝑠 + 𝐹𝑚𝑎𝑔   (10) 

Dengan 𝐹𝑠adalah gaya permukaan dan 𝐹𝑚𝑎𝑔  

adalah gaya magnet bentuk tegangan-tegangan 

pada permukaan dengan menjumlahkan seluruh 

gaya pada arah x dan y  

  𝐹𝑠𝑥 = (∂𝜎𝑥𝑥∂𝑥 + ∂𝜏𝑦𝑥∂𝑦 ) 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧,  
  𝐹𝑠𝑦 = (∂𝜎𝑦𝑦∂𝑦 + ∂𝜏𝑦𝑥∂𝑥 )𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 (11) 

Sehingga terbentuk persamaan dari resultan 

gaya permukaannya 𝐹𝑠 = ((∂𝜎𝑥𝑥∂𝑥 + ∂𝜏𝑦𝑥∂𝑦 ) 𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧) 𝑖̂ + 
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  ((∂𝜎𝑦𝑦∂𝑦 + ∂𝜏𝑦𝑥∂𝑥 )𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧) 𝑗 ̂ (12) 

Untuk fluida Newtonian tak mampu-mampat, 

diketahui bahwa tegangan berbanding lurus 

terhadap laju deformasi sehingga 

• Tegangan normal  

 𝜎𝑥𝑥 = −𝑝 + 2𝜇𝑛𝑓 ∂𝑢∂𝑥  (13) 

  𝜎𝑦𝑦 = −𝑝 + 2𝜇𝑛𝑓 ∂𝑣∂𝑦  (14) 

• Tegangan geser 

  𝜏𝑥𝑦 = 𝜏𝑦𝑥 = 𝜇𝑛𝑓(∂𝑢∂𝑦 + ∂𝑣∂𝑥) (15) 

Dengan mensubstitusikan tegangan normal dan 

tegangan geser maka persamaannya menjadi 

  
𝐹𝑠𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = −∇𝑝 + 𝜇𝑛𝑓∇2𝑉̅ (16) 

Gaya magnet yang terbentuk dari gaya Lorentz 

  
𝐹𝑚𝑎𝑔𝛿𝑥𝛿𝑦𝛿𝑧 = −𝜎𝐵02𝑉̅ (17) 

Dari persamaan (10) maka terbentuk 

persamaan momentum sebangai berikut 

  𝜌𝑛𝑓(∂𝑣∂𝑡 + (𝑉̅ ⋅ ∇)𝑉̅) = −∇𝑝 + 𝜇∇2𝑉̅ − 𝜎𝐵02𝑉̅  (18) 

Atau dapat dituliskan  

  (∂𝑣∂𝑡 + (𝑉̅ ⋅ ∇)𝑉̅) = − 1𝜌𝑛𝑓 ∇𝑝 + 𝑣𝑛𝑓∇2𝑉̅  

  − 1𝜌𝑛𝑓 𝜎𝐵02𝑉̅     (19) 

3. Persamaan energi 

Berlakunya hukum I Termodinamika akibat 

adanya energi akibat tumbukan partikel dalam 

fluida yaitu mengenai energi total yang 

tersimpan dari suatu sistem. Hukum tersebut 

dapat dituliskan dalam persamaan energi 

menurut (Alkasasbeh, 2015) 

  (𝑉̅. ∇̅)𝑇 = 𝛼𝑛𝑓∇̅2𝑇   (20) 

Karena unsteady flow maka didapatkan 

persamaan sebagai berikut 

  (𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓(∂𝑇∂𝑡 + 𝑉̅ ⋅ (∇𝑇)) = 𝑘𝑛𝑓∇2𝑇)   (21) 

Atau dapat dituliskan  

  (∂𝑇∂𝑡 + 𝑢 ∂𝑇∂𝑥 + 𝑣 ∂𝑇∂𝑦) = 𝛼𝑛𝑓(∂2𝑇∂𝑥2 + ∂2𝑇∂𝑦 )    (22) 

Dengan 

  𝛼𝑛𝑓 = 𝑘𝑛𝑓(𝜌𝐶𝑝)𝑛𝑓   (23) 

 

Model Matematika Dimensional 

Penurunan persamaan pembangun 

1. Persamaan kontinuitas 

  
𝜕𝑟̅𝑢𝜕𝑥̅ +  𝜕𝑟̅𝑢𝜕𝑦̅ = 0  (24) 

2. Persamaan momentum 𝜕𝑢𝜕𝑡̅ + 𝑢̅ 𝜕𝑢𝜕𝑥̅ + 𝑣̅ 𝜕𝑢𝜕𝑦̅ = − 1𝜌𝑛𝑓  𝜕𝑝̅𝜕𝑥̅ +  

   𝑣𝑛𝑓 (𝜕2𝑢𝜕𝑥̅2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑦̅2) − 𝜎 𝐵02𝑢𝜌𝑛𝑓      (25) 𝜕𝑢𝜕𝑡̅ + 𝑢̅ 𝜕𝑢𝜕𝑥̅ + 𝑣̅ 𝜕𝑢𝜕𝑦̅ = − 1𝜌𝑛𝑓  𝜕𝑝̅𝜕𝑦̅ +  

   𝑣𝑛𝑓 (𝜕2𝑢𝜕𝑥̅2 + 𝜕2𝑢𝜕𝑦̅2) − 𝜎 𝐵02𝑢𝜌𝑛𝑓     (26) 

3. Persamaan Energi 

  
𝜕𝑣̅𝜕𝑡̅ + 𝑢̅ 𝜕𝑇̅𝜕𝑥̅ + 𝑣̅ 𝜕𝑇̅𝜕𝑦̅ =  𝛼𝑛𝑓 (𝜕2𝑇̅𝜕𝑥̅2 + 𝜕2𝑇̅𝜕𝑦̅2)     (27) 

Dengan kondisi awal dan kondisi batas untuk 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜃𝑠 𝑡̅ < 0; 𝑢̅ = 𝑣̅ = 0 untuk setiap 𝑥 ⋅ 𝑦  𝑡̅ ≥ 0; 𝑢̅ = 𝑣̅ = 0, T → 𝑇∞, pada saat 𝑦̅ = 𝑏 − 𝑎 𝑢̅ = 𝑢̅𝑒(𝑥), T → 𝑇∞,pada saat y→∞ 

Dengan 𝑢̅𝑒 = 32 𝑈∞𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑏)  

 

Model Matematika Non-Dimesional  

Untuk merubah model matematika dimensional 

menjadi model matematika non-dimensional maka 

diberikan variabel-variabel non-dimensional yang 

digunakan yaitu sebagai berikut: 

x = 
𝑥̅𝑎, y = 𝑅𝑒1/2 |𝑦̅𝑎| , 𝑅𝑒 = 𝑢∞𝑎𝑣𝑛𝑓 , u = 

𝑢̅𝑈∞, 𝑣 =𝑅𝑒1/2 ( 𝑣̅𝑈∞), 𝑣𝑛𝑓 = 𝜇𝑛𝑓𝜌𝑛𝑓 , 𝑢𝑒(𝑥) = 𝑢̅𝑒(𝑥̅)𝑣∞ , 𝑟(𝑥) =𝑟̅(𝑥̅)𝑎  , 𝑝 = 𝑝̅𝜌𝑛𝑓𝑈∞2 , t = 𝑈𝑖𝑛𝑓𝑡𝑦𝑡̅𝑎 , 𝜃 = 𝑇−𝑇∞𝑇𝑓−𝑇∞  

substitusikan  persamaan-persamaan di atas ke 

dalam persamaaan dimensional sehingga 

terbentuk persamaan non-dimensional seperti 

berikut: 

1. Persamaan kontinuitas 

  
∂(𝑟𝑢)∂𝑥 + ∂(𝑟𝑣)∂𝑦 = 0    (28) 

2. Persamaan momentum 

Arah sumbu - x ∂𝑢∂𝑡 + 𝑢 ∂𝑢∂𝑥 + 𝑣 ∂𝑢∂𝑦 = − ∂𝑝∂𝑥 + 𝑣𝑛𝑓 ∂2𝑢∂𝑥2 +  

  
𝑣𝑛𝑓𝑣𝑓 ∂2𝑢∂𝑦2 − 𝑀𝑢  (29)  

Arah sumbu – y 

  
1𝑅𝑒 (∂𝑣∂𝑡 + ∂𝑣∂𝑥 + ∂𝑣∂𝑦) = − ∂𝑝∂𝑦 + 𝑣𝑛𝑓𝑎𝑈∞ 1𝑅𝑒 ∂2𝑣∂𝑥2  

  + 𝑣𝑛𝑓𝑎𝑈∞ ∂2𝑣∂𝑦2 + 1𝑅𝑒 𝑀𝑣   (30) 

3. Persamaan energi 

  
∂𝑣̅∂𝑡̅ + 𝑢̅ ∂𝑇∂𝑥̅ + 𝑣̅ ∂𝑇∂𝑦̅ = 𝛼𝑛𝑓 (∂2𝑇∂𝑥̅2 + ∂2𝑇∂𝑦̅2)    (31) 

Kondisi awal dan kondisi batas untuk 0𝑜 ≤ 𝑥 ≤𝜃𝑠diberikan sebagai berikut: 𝑡̅ < 0 maka t < 0, 𝑡̅ ≥ 0 maka t ≥ 0 

t < 0 : u = v = 0, saat x,y 

t ≥ 0 : u = v = 0, maka 𝑦 = 0 𝑢 = 𝑢𝑒(𝑥), T → 𝑇∞, pada saat 𝑦 → ∞ 

Dengan 𝑢𝑒 = 32 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝑥) dan 𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝛼cos𝑥 𝑎  

 

Penyederhanaan Pada Lapisan Batas  

Penyederhanaan model non-dimensional dengan 

pendekatan pada lapisan batas, dengan 𝑅𝑒 → ∞ 

sehingga berakibat 𝑅𝑒 → 0  

1. Persamaan kontinuitas 

  
∂(𝑟𝑢)∂𝑥 + ∂(𝑟𝑣)∂𝑦 = 0    (32) 

2. Persamaan momentum 

Arah sumbu -x 

  
∂𝑢∂𝑡 + 𝑢 ∂𝑢∂𝑥 + 𝑣 ∂𝑢∂𝑦 = − ∂𝑝∂𝑥 + 𝑣𝑛𝑓𝑣𝑓 ∂2𝑢∂𝑦2  

  −𝑀𝑢    (33) 

Arah sumbu – y 
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  − ∂𝑝∂𝑦 = 0  (34) 

3. Persamaan energi 

  𝑢 ∂𝜃∂𝑥 + 𝑣 ∂𝜃∂𝑦 = 1𝑃𝑟 𝛼𝑛𝑓𝛼𝑓 ∂2𝜃∂𝑦2   (35) 

Pada persamaan momentum sumbu y terlihat 

bahwa tekanan fluida p adalah variabel bebas 

terhadap y sehingga dapat disimpulkan bahwa 

tekanan aliran hanya bergantung pada variabel x, 

maka persamaan momentum dan persamaan 

energi yang digunakan sebagai pembangun model 

pada penelitian ini adalah 

1. Persamaan momentum 

  
∂𝑢∂𝑡 + 𝑢 ∂𝑢∂𝑥 + 𝑣 ∂𝑢∂𝑦 = − ∂𝑝∂𝑥 + 𝑣𝑛𝑓𝑣𝑓 ∂2𝑢∂𝑦2 − 𝑀𝑢   (36) 

2. Persamaan energi  

  𝑢 ∂𝜃∂𝑥 + 𝑣 ∂𝜃∂𝑦 = 1𝑃𝑟 𝛼𝑛𝑓𝛼𝑓 ∂2𝜃∂𝑦2   (37)  

Selanjutnya substitusikan beberapa variabel dan 

persamaan sebagai berikut: 𝜌𝑛𝑓 = (1 − 𝑥)𝜌𝑓 + 𝑥𝜌𝑠   𝜇𝑛𝑓 = 𝜇𝑓(1−𝑥)2.5   

Sehingga pada fluida yang melewati permukaan 

bola pada daerah di luar lapisan batas persamaan 

momen-tum dan persamaan energi di atas dapat 

ditulis sebagai berikut: 

1. Persamaan momentum ∂𝑢𝑒∂𝑡 + 𝑢𝑒 ∂𝑢𝑒∂𝑥 + 𝑣 ∂𝑢𝑒∂𝑦 = − ∂𝑝∂𝑥 +[ 1(1−𝜒)2.5[(1−𝜒+(𝜒𝜌𝑠𝜌𝑓)]] ∂2𝑢∂𝑦2 − 𝑀𝑢𝑒     (38) 

2. Persamaan energi 

  𝑢 ∂𝜃∂𝑥 + 𝑣 ∂𝜃∂𝑦 = 1𝑃𝑟 (𝑘𝑠+2𝑘𝑓)−2𝑥(𝑘𝑓−𝑘𝑠)(𝑘𝑠+2𝑘𝑓)+𝑥(𝑘𝑓−𝑘𝑠) ∂2𝜃∂𝑦2   (39) 

Karena kecepatan aliran bebas 𝑢𝑒 = 32 (𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑐𝑜𝑠𝛼) maka 

diperoleh 

  
∂𝑢𝑒∂𝑡 = 0, ∂𝑢𝑒∂𝑦 = 0, ∂2𝑢𝑒∂𝑦2 = 0   (40) 

Dari penyederhanaan model matematika diatas 

maka model matematika non-dimensional dapat 

ditulis sebagai berikut 

1. Persamaan kontinuitas 

  
∂(𝑟𝑢)∂𝑥 + ∂(𝑟𝑣)∂𝑦 = 0  (41) 

2. Persamaan momentum ∂𝑢∂𝑡 + 𝑢 ∂𝑢∂𝑥 + 𝑣 ∂𝑢∂𝑦 = 𝑢𝑒 ∂𝑢𝑒∂𝑥 +[ 1(1−𝜒)2.5[(1−𝜒+(𝜒𝜌𝑁𝐷)]] ∂2𝑢∂𝑦2 + 𝑀(𝑢𝑒 − 𝑢)    

  (42) 

3. Persamaan energi ∂𝜃∂𝑡 + 𝑢 ∂𝜃∂𝑥 + 𝑣 ∂𝜃∂𝑦 =1𝑃𝑟 (𝑘𝑠+2𝑘𝑓)−2𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)(𝜌(𝑘𝑠+2𝑘𝑓)+𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)[(1−𝜒)+𝜒𝜌𝐶𝑁𝐷] ∂2𝜃∂𝑦2    (43) 

Saat kondisi awal dan kondisi batas 𝑡 < 0; 𝑢 = 𝑣 = 0, untuk setiap 𝑥, 𝑦 𝑡 ≥ 0; 𝑢 = 𝑣 = 0 pada saat 𝑦 = 0 𝑢 = 𝑢𝑒(𝑥), T → 𝑇∞ pada saat 𝑦 → ∞ 

Dengan 𝑢𝑒 = 32 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝑥) dan 𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝛼cos𝑥 𝑎 

Fungsi Alir (Stream Function) 

Fungsi alir atau fungsi arus adalah suatu 

fungsi yang digunakan untuk menghubungkan dua 

fungsi kecepatan yaitu komponen kecepatan u 

yang alirannya berada pada arah x dan v berada 

pada arah y. dengan adanya fungsi alir (ψ) untuk 
fluida yang melewati permukaan bola dapat 

menyederhanakan banyak persamaan dan secara 

komputasi dapat dibuat dalam satu variabel. 

Fungsi alir dapat dinyatakan sebagai berikut 

(Mohammad, 2014) 

  𝑢 = 1𝑟 ∂Ψ∂𝑦   dan  𝑣 = − 1𝑟 ∂Ψ∂𝑥     (44) 

Setelah mensubstitusikan persamaan (38) ke 

dalam model matematika non-dimensional maka 

persamaan tersebut menjadi 

1. Persamaan kontinuitas 

  
∂2𝜓∂𝑥 ∂𝑦 = ∂2𝜓∂𝑥 ∂𝑦    (45) 

2. Persamaan momentum 1𝑟 ∂2𝜓∂𝑦 ∂𝑡 + 1𝑟2 ∂𝜓∂𝑦 ∂2𝜓∂𝑦 ∂𝑡 − 1𝑟3 ∂𝑟∂𝑥 (∂𝜓∂𝑦)2 − 1𝑟2 ∂𝜓∂𝑥 ∂2𝜓∂𝑦2 =𝑢𝑒 ∂𝑢𝑒∂𝑥 + [ 1(1−𝜒)2.5[(1−𝜒+(𝜒𝜌𝑁𝐷)]] 1𝑟 ∂3𝜓∂𝑦3   +𝑀 (𝑢𝑒 − 1𝑟 ∂𝜓∂𝑦)     (46) 

3. Persamaan energi 

  
∂𝑇∂𝑡 + 1𝑟 ∂𝜓∂𝑦 ∂𝑇∂𝑥 − 1𝑟 ∂𝜓∂𝑥 ∂𝑇∂𝑦 = 1𝑃𝑟 ∂2𝑇∂𝑦2    (47) 

Dengan kondisi batas; 𝑡 < 0: 𝜓 = ∂𝜓∂𝑦 = 0, 𝜃 = 0 untuk setiap 𝑥, 𝑦 𝑡 ≥ 0: 𝜓 = ∂𝜓∂𝑦 = 0, 𝜃 = 1 pada saat 𝑦 = 0 ∂𝜓∂𝑦 = 𝑢𝑒(𝑥), 𝜃 = 0 pada saat 𝑦 → ∞ 𝑢𝑒 = 32 𝑠𝑖𝑛 (𝑥 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑐𝑜𝑠𝑥) dan 𝑏 = 𝑐𝑜𝑠𝛼cos𝑥 𝑎 

 

Persamaan Similaritas 

Pada saat aliran fluida melewati Stagnation Point (𝑥 = 0𝑜) maka persamaan similaritas pada 

persamaan momentum dan energi menjadi  

1. Persamaan momentum [ 1(1−𝜒)2.5+[(1−𝜒)+(𝜒𝜌𝑁𝐷)]] ∂3𝐹∂𝑌3 + 32 cos 𝛼𝑡  (1 − (∂𝐹∂𝑌)2 − 𝐹 ∂2𝐹∂𝑌2) = ∂2𝐹∂𝑡 ∂𝑌    (48) 

2. Persamaan energi (𝑘𝑠+∂𝑘𝑓)−2𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)(𝑘𝑠+∂𝑘𝑓)+𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)(1−𝜒)+𝜒𝜌𝐶𝑁𝐷 ∂2𝑆∂𝑌2 + 𝑃𝑟𝐹 32cos𝛼 ∂𝑆∂𝑌 =𝑃𝑟 ∂𝑆∂𝑡      (49) 

 

Sehingga diperoleh persamaan differensial biasa 

sebagai berikut  

1. Persamaan momentum [ 1(1−𝜒)2.5+[(1−𝜒)+(𝜒𝜌𝑁𝐷)]] 𝐹′′′ + 32cos𝛼 𝑡(1 − (𝐹′)2 −𝐹𝐹′′) + 𝑀𝑡(1 − 𝐹′) = 𝐹′′∂𝑡     (50) 

2. Persamaan energi 
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(𝑘𝑠+2𝑘𝑓)−2𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)(𝑘𝑠+2𝑘𝑓)+𝜒(𝑘𝑓−𝑘𝑠)[(1−𝜒)+𝜒𝜌𝐶𝑁𝐷] 𝑆′′ + 32cos𝛼 𝑃𝑟𝐹𝑆′ =𝑃𝑟 ∂𝑆∂𝑡      (51) 

Dengan kondisi batas 𝑡 < 0: 𝐹 = ∂𝐹∂𝑌 = 0, 𝑆 = 0, 𝑡 ≥ 0: 𝐹 = ∂𝐹∂𝑌 = 0, 𝑆 = 1   Dengan ‘ ‘’ ‘’’ adalah notasi turunan terhadap 𝑦 

 

 

PENUTUP 

 

Berdasarkan pembangunan model 

matematika sehingga mendapatkan 3 persamaan 

yang digunakan yaitu persamaan kontinuitas, 

persamaan momentum, dan persamaan energi. 

Selanjutnya dari persamaan dimensional dijadikan 

persamaan non-dimensional dengan mensubstitu-

sikan parameter-parameternya. Menyederhana-

kannya dengan menggunakan fungsi alir dengan 

tujuan dapat menghubungkan dua fungsi 

kecepatan pada aliran, dan terakhir mentrans-

formasikan ke bentuk persamaan similaritas untuk 

mendapatkan hasil akhir dari model matematika-

nya. Dari model matematika aliran tak tunak pada 

nano fluid melewati bola teriris dengan pengaruh 

medan magnet dapat diketahui bentuk parameter-

parameter dalam persamaan yang digunakan dan 

pengaruh medan magnetnya., sehingga dapat 

dilihat pengaruh medan magnet berbanding lurus 

dengan kecepatannya akan tetapi berbanding 

terbalik terhadap temperaturnya. Dapat disim-

pulkan semakin besar parameter magnetiknya 

maka semakin besar pula kecepatannya akan tetapi 

temperaturnya semakin menurun. 

Untuk penelitian selanjutnya dapat 

dilakukan penyelesaian secara numerik agar dapat 

diketahui secara numerik dan disimulasikan 

dengan menggunakan program sehingga dapat 

diketahui pengaruh profil kecepatan dan 

temperatur pada model yang telah dibentuk.  
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