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Abstract

Mathematical Models of population growth on the number of students, especially in the mathematics
education program STKIP PGRI Pasuruan has been obtained. One of the purposes of this modeling was to find out
the behavior of the model or system. To determine the behavior of the systems can be used dynamic analysis of the
model. Therefore, a dynamic analysis of the growth model in the number of students, especially in the mathematics
education program STKIP PGRI Pasuruan has been done in this article. The dynamic analysis that is used in this
article is about a stability analysis around the equilibrium point of the model. Completion of the model using the
Runge-Kutta method was simulated so that obtained a graphical completion of the model. Analytical and graphical
systems stability analysis showed that the system was asymptotically unstable.

Keywords : dynamic analysis, equilibrium point, Runge-Kutta method, stability

Abstrak

Model matematika pertumbuhan populasi pada jumlah mahasiswa, khususnya di program studi pendidikan
matematika STKIP PGRI Pasuruan sudah didapatkan. Salah satu tujuan dilakukan pemodelan ini adalah untuk
mengetahui perilaku dari model atau sistem. Untuk mengetahui perilaku sistem dapat digunakan analisis dinamis
terhadap model. Oleh karena itu, pada artikel ini dilakukan analisisdinamis terhadap model pertumbuhan jumlah
mahasiswa program studi pendidikan matematika STKIP PGRI Pasuruan. Analisis dinamis yang digunakan pada artikel
ini berupa analisis kestabilan sistem di sekitar titik setimbang model. Penyelesaian model menggunakan metode Runge-
Kutta yang di simulasikan sehingga diperoleh bentuk penyelesaian model secara grafik. Analisis kestabilan sistem
secaraanalitikdan grafik menunjukkan bahwa sistem tidak stabil asimtotik.

Kata kunci : analisis dinamis, kestabilan, metode Runge-Kutta, titik setimbang

ekonomi yang memiliki data yang cukup dan
teliti.[3]. Pada penelitian Ying [3], sistem dinamis
telah menjadi metode penelitian utama yang
dikombinasikan dengan multi disiplin ilmu lain
seperti ekonomi, statistika, untuk menganalisa

1. Pendahuluan

Pada awal tahun 1970, sistem dinamis
tengah menjadi suatu pengetahuan dan metode
penelitian pada sistem dinamis manusia yang
rumit. [2]. Sistem dinamis tidak hanya memiliki

perangkat pemodelan yang lengkap, tapi juga
model berfikir dan metodologi yang lengkap[3].
Metode ini sesuai untuk memperlakukan
permasalahan siklis dan jangka panjang, serta
diaplikasikan untuk mempelajari masalah sosial
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simulasi model matematika sistem pariwisata.
Penelitian yang dilakukan oleh Ningsih dan
Khusniah [1] termasuk kedalam persamalahan
sosial. Penelitiannya terhadap pertumbuhan jumlah
mahasiswa program studi pendidikan matematika
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STKIP PGRI Pasuruan menghasilkan model
matematika berupa sistem persamaan diferensial
nonlinear  time-invariant  (autonomous).Model

matematika yang dihasilkan tersebut ditunjukkan
oleh (1).

aj@®)
1 = XoJ () +x1B(t) + x,F (0);
dB(t) _ B2(1) B2(1)
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Variabel sfate dalam sistem tersebut adalah
Jumlah mahasiswa baru program studi pendidikan
matematika /, biaya kuliah B, dan fasilitas yang
disediakan F Kemudian  parameter yang
mempengaruhi yaitu tingkat pertumbuhan jumlah
mahasiswa program studi pendidikan
matematikax,, tingkat konsumsi perkapita x; yang
mempengaruhi variabel J, tingkat rasio permintaan
dan pasokan fasilitas x, yang mempengaruhi
variabel J, tingkat kenaikan/penurunan biaya kuliah
Vo, tingkat konsumsi perkapita y; yang
mempengaruhi variabel B, tingkat rasio jumlah
fasilitas dan biaya kuliah y; yang mempengaruhi
variabel B, tingkat penambahan/penurunan jumlah
fasilitas zg, tingkat rasio permintaan dan pasokan
fasilitas z, yang mempengaruhi variabel F, dan
tingkat rasio jumlah fasilitas dan biaya kuliah z;
yang mempengaruhi variabel F. Serta t adalah
waktu.Hubungan ketiga variabel state tersebut
dapat dilihat pada diagram skematik yang
ditunjukkan oleh Gambar 1.

i /e O

Gambar 1. Diagram Skematik [1].

5O, _FO., . _BO
dengan m; = o) M2 =7 M = hy:
Dalam pembentukan model tersebut,

beberapa batasan masalah yang digunakan peneliti
[1] diantaranya yaitu pada variabel J, jumlah
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mahasiswa yang dimaksud adalah jumlah
mahasiswa baru tiap tahun ajaran baru. Dengan
kata lain jumlah mahasiswa kumulatif tidak
diperhatikan, mahasiswa yang keluar atau
mahasiswa yang transfer juga tidak diperhatikan.
Kemudian, variabel B yang dimaksud adalah biaya
yang dikeluarkan mahasiswa baru di tahun pertama
perkuliahan (2 (dua) semester pertama). Sementara
itu, variabel F yang dimaksud adalah fasilitas yang
disediakan perguruan tinggi dan dibatasi hanya
pada fasilitas gedung ruang kelas yang digunakan
mahasiswa saat perkuliahan.

Model matematika yang telah dihasilkan
tersebut belum dilakukan analisis dinamis. Analisis
ini berarti mencari suatu pemahaman yang
mendalam dari suatu proses melalui penyelesaian
sejumlah persamaan atau simulasi sederhana untuk
suatu nilai input dan parameter tertentu [4]. Atau
dapat dikatakan bahwa analisis ini berguna untuk
mengetahui  perilaku sistem melalui model
matematika dari sistem tersebut. Oleh karena itu,
pada artikel ini dilakukan analisis dinamis terhadap
model (1) untuk mengetahui perilaku sistem
tersebut.

2. Metode Penelitian

Metode Penelitian yang digunakan pada
artikel ini adalah kajian pustaka. Kajian pustaka ini
dilakukan dengan mengkaji model matematika
yang ditunjukkan oleh sistem persamaan (1)
melalui studi literatur. Kemudian metode analisis
yang dilakukan yaitu analisis kestabilan disekitar
titik setimbang sistem. Analisis kestabilan yang
digunakan berupa kestabilan lokal. Hal ini dengan
melakukan linearisasi sistem (1) terlebih dahulu
sehingga teknik analisis sistem bisa dilakukan
menggunakan teknik state space (didasarkan pada
teknik aljabar linear dari analisis nilai eigen dan
vektor eigen) [5]. Selain itu penyelesaian model
matematika menggunakan metode Runge-Kutta

yang diselesaikan dengan bantuan software
numerik,selanjutnya disimulasikan untuk
mengetahui perilaku sistem secara grafik.
3. Pembahasan

Sebelum dilakukan analisis kestabilan

sistem, terlebih dahulu ditentukan titik setimbang
sistem (1)

3.1 Titik Setimbang
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Titik  setimbang sistem E(J*,B*,F*)

diperoleh dengan cara

AY©) _ o 4BO _ o dFO) _
dt ' odt ’odt

0(2)

pada sistem (1)[5]. Kondisi ini menganalogikan
laju pertumbuhan suatu sistem berada pada kondisi
tidak tumbuh atau steady state.Melalui substitusi
(2) ke (1) diperoleh titik setimbang sistemnon-
trivial yaitu

> E(J*,B*,F*) = Ey(J",0,F")

dengan J* # 0,dan F* # 0 dan kondisi parameter
yang memenuhi kestabilan ini yaitu saat

1
x022 = (ZO - %) Xy

> E(]*,B*,F*) — E1 ((_xlﬁ_xza)F*’gF*'F*)

axop

F*#0,

- %)), dan

X0Y3Z2 — xz)’oz3)

Dengan a= (xlyoz3 — XoV1Z3 —

x1Y3 (Zo B = (x2y3 (ZO — %) +

Jika diperhatikan, ketiga elemen dari titik
setimbang tersebut bergantung pada nilai F*. Atau
dapat diartikan bahwa titik setimbang jumlah
mahasiswa dan besarnya biaya kuliah bergantung
pada fasilitas yang disediakan. Dengan asumsi
bahwa biaya dan jumlah mahasiswa positif maka
haruslah @« > 0 dan § > 0 atau ¢ < 0 dan 8 < 0.
Dua kondisi di atas berakibat x; < 0 dengan
asumsi x; >0dan x, > 0. Kemudian saat

diasumsikan yyz3 — y;3 (ZO - %) > 0 maka

o Untuk kondisi @ > 0 dan 8 > 0
Haruslah y;z3 > 0 dan y;z, < 0. Misalkan saat

23>0dany3>Omakay0>0,zo>%,y1>0,
dan z, < 0, berlaku juga sebaliknya.

o Untuk kondisi @ < 0 dan 8 < 0

Haruslah y,z; < 0, y3z, > 0. Misalkan saat z3 >
0 dan y; > 0 maka y, > 0,z, > %,yl <0,z, >0
berlaku juga sebaliknya

3.2 Analisis Kestabilan

Model pada sistem (1) berbentuk no-linear,
sehingga untuk melakukan analisissistem dapat
dilakukan linearisasi terlebih dahulu. Dengan
melakukan ekspansi deret Taylor pada sistem (1) di
sekitar titik setimbang maka diperoleh matriks
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Jacobian dari sistem tersebut yang ditunjukkan oleh
persamaan (3).[6]

ai; A1z A4g3
A=|az1 Ay ‘123] 3)
a31 Q32 A33]y g gy
Dengan
11 = Xo
A2 = X1
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Qzz = ((zo - %) + 2z, ;)

Setelah diperoleh matriks Jacobian, selanjutnya
bisa dilakukan analisis kestabilan sistem. Hal ini
bertujuan untuk mengetahui perilaku sistem.[7]

3.2.1. Analisis Kestabilan di Sekitar Titik
Setimbang E,(J*, 0, F")

Setelah dilakukan substitusi titik setimbang
Ey(J*,0,F*) ke dalam matriks Jacobian A
persamaan (3) diperoleh A;, selanjutnya yaitu
menentukan  persamaan  karakteristik  yang
diperoleh dengan cara

det(4, — AI) = 0

1 F*
= (yo _A) (AZ - <x0 + ((ZO __20) + 2Z2 _]* ))/‘l
1 F*
+x0 <<ZO _20>+ 222]*>

F*Z
+ XoZyp— | = 0
J
Diperoleh akar-akar persamaan

karakteristik atau dengan kata lain nilai eigennya
yaitu

A1 = Yo;
w2
pt q2—4xzzzF2
p d
2,3 — 2 >
dengan

63



p= <x0 + ((zo - 2—10) + 22, ’;-))
q= <x0 - <(z0 — =)+ 2z j—))

Kestabilan disekitar titik setimbang bebas biaya
dikatakan stabil asimtotik jika dan hanya jika

Re(1;) <0; i=123
Yo < 0 dan
Re(2,3) <0

1 F*
<:>x0+ (ZO_%)‘FZZZ]_* <0

1
Karena xz, = (zo — %) X5, maka xo(x, + z5) <
0 dan X222y <0

Dan

2
1 F* F*Z
S| X — (ZO—%>+222]—* <4x222]?

Perhatikan  bahwa
kontradiksi dimana
memenuhi untuk kondisi

terdapat
syarat

kondisi  yang
X7, < 0 tidak

Sehingga dapat disimpulkan bahwa kestabilan di
sekitar titik setimbang (J*,0, F*)dikatakan tidak
stabil asimtotik.

3.2.2. Analisis Kestabilan di Sekitar Titik
Setimbang E, (M,EF*, F*)

axg a
Setelah dilakukan substitusi titik setimbang

E; (M,EF*, F*) ke dalam matriks
axg a

Jacobian A persamaan (3) diperoleh A,,

selanjutnya  yaitu =~ menentukan  persamaan

karakteristik yang diperoleh dengan cara

det(A, — AI) = 0
B 2
SB—(x+v+pr*+ (v(p + z3y3 (E) +
xo(v+ @) + x,y,w? + xzzzyz)l —
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2
(xo (W’ + 233 (g) ) +x:(nw?e + 2y;w?) +

X, (=y12zw2 + Zz)/zv)> =0

Karena persamaan karakteristiknya berbentuk
polinomial derajat tiga maka sistem dikatakan
stabil disekitar titik setimbang E;(J*, B*,F*) jika
dan hanya jika nilai bagian real nilai eigennya
negative

RE(AL') <0;

Bagian real dari akar-akar karakteristik bernilai
negatif jika dan hanya jikasemua koefisien
polinomial bernilai positif.dan semua elemen
kolom sebelah kiri dari Routh array adalah positif.
Hal ini sesuai dengan kriteria Kestabilan
Routh.[5].Dari persamaan karakteristik diatas,
maka Routh array nya yaitu

i=123

23] a a; O
22l a; az O
Al by 0O O
A ¢ 0 0
Dimana
ay=1;

a; = —(xo + v + @) , sehingga haruslah a, > 0;

2
a, = (vfp + z3Y3 (g) +x0(v + @) + x3y,w? +

2
X2ZyYy );

B2
az = —1%p <U(P + Z3Y3 (E) >
+x, (w2 + z,y3w?)

+ x,(=y123w2 + 2,7%0) |;

b, = alaza_aoaS = ala;_aS , sehingga haruslah b; >
1 1

0. Karena a; > 0 maka haruslah a;a, —az > 0,

kondisi ini terpenuhi jika dan hanya jika a, > 0

dan a3z < 0. Atau az > 0 dengan syarat a,a, >

as; ¢4 = as, sehingga haruslah az > 0.

Sekilas dapat disimpulkan bahwa sistem
stabil bersyarat. Akan tetapi pada saat a; > 0
terdapat kondisi yang kontradiksi yaitu kondisi
a, > 0 terpenuhi jika dan hanya jika y; > 0 dan
hal ini ternyata kontradiksi dengan pernyataan
sebelumnya yang mengatakan bahwa y; <O0.

http:/fjournal.unugiri.ac.id/index.php ?journal=JaMES



Sehingga dapat dikatakan bahwa sistem tidak stabil
di sekitar titik setimbang
E1 ((—X1ﬂ—xza)F ,EF*, F*)

a

(24 4

3.3. Simulasi dan Analisis

Penyelesaian model (1) secara numerik
dilakukan dengan menggunakan metode Runge-
Kutta hal ini berguna untuk membentuk grafik
penyelesaian dari sistem. Metode ini secara
otomatis bisa diselesaikan oleh software Matlab
dengan menggunakan fungsi ODE.[4]

Melalui analisis disekitar titik setimbang,
maka diasumsikan nilai tiap parameter dan nilai
variabel seperti yang ditunjukkan oleh Tabel 1,
Tabel 2, dan Tabel 3.

Tabel 1. Asumsi Nilai Variabel

Varia Nilai Keteran
o bel Awal gan
J(®) 1,65 orang
B(t) 2,46 Rupiah
F(t) 0,10 Unit

Sumber : diolah sendiri

Tabel 2. Asumsi Nilai Parameter untuk
Eksistensi Titik Setimbang E,(J*, 0, F*)

Parameter Asumsi Nilai
0
X -0,100
Xy 0,200
X, 0,300
Vo -0,050
V1 0,200
Vs 0,070
Z 0,023
Z, 0,080
Z3 0,100

Sumber : diolah sendiri
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Tabel 3. Asumsi Nilai Parameter untuk
Eksistensi Titik Setimbang E, (m,ﬁ F',F")

axg a

N Parameter Asumsi Nilai
0

1 X -0,100

2 X1 0,040

3 Xy 0,060

4 Vo 0,050

5 521 -0,100

6 V3 0,025

7 Z 0,025

8 Zy 0,050

9 Z3 0,025

Sumber : diolah sendiri

Dengan t adalah waktu (tahun). Hasil simulasi
ditunjukkan oleh Gambar 2, dan Gambar 3.

Dapat dilihat pada Gambar 2 bahwa sistem
tidak menuju pada suatu titik dan tidak
menunjukkan adanya suatu kestabilan. Sehingga

bisa dikatakan bahwa secara grafik juga
menunjukkan bahwa sistem tidak stabil untuk titik
setimbang Ey(J*, 0, F*).
% 10™ Grafik sistem terhadap waktu (tahun)
S . T ] s T o —
—iR

Yariabel utama sistem
[ux)

B I S R R o e N R R R S N g R N R R R R s N RN 9 4 SR R
] R T s I Sty { SO A A
e it e e T T T A T A A S T i
0
02 04 06 08 1 12 14 16 18
Waktu (tahun)
Gambar 2. Grafik sistem untuk titik setimbang
EO (]*! 0' F*)

Sementara untuk simulasi dari sistem di

sekitar titik setimbang
E4 (M , B F*, F*)ditunjukkan oleh

axg a
Gambar 3.
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Grafik sistem terhadap waktu {tahun)
5] T T T T T T T T T

Wariabel utama sistem

i i 1 i 1
0 1 2 3 4 5 B 7 g 9 10
Waktu (tahun)

Gambar 3. Grafik sistem untuk titik setimbang
(x1B-x20)F" B . ps

E, (T,;F F ) dengan 0 < t < 10
Grafik yang ditunjukkan oleh Gambar 3 belum
menunjukkan bahwa sistem tersebut stabil di
sekitar titik setimbang E4 (W , g F* F *)
0
Maka simulasi sistem di sekitar titik setimbang ini
dapat ditunjukkan untuk waktu t yang lebih lama.

Hal ini seperti yang ditunjukkan oleh Gambar 4.

Grafik sistem terhadap waktu (tahun)
10 T T T T . T

Variabel utama sistem

0 5 10 15 2 % 0 3 40
Waktu (tahun)
Gambar 4. Grafik sistem untuk titik setimbang

Ey (F2E229F Epe p+) dengan 0 < t < 40

axg a

Dari Gambar 4 dapat dilihat bahwa sistem
tidak menuju pada kondisi steady state. Sehingga
dapat terlihat jelas bahwa sistem tidak stabil yang
artinya sistem masih mengalami kenaikan maupun
penurunan.
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4. Penutup

Dari hasil dan pembahasan di atas dapat
diambil kesimpulan bahwa sistem memiliki dua
titik kesetimbangan. Setelah dilakukan analisis
kestabilan disekitar titik kesetimbangan tersebut
ternyata keduanya tidak stabil. Baik analisis secara
analitik maupun simulasi numerik. Hal ini dapat
diartikan bahwa sistem tidak bisa berada pada
kondisi steady state. Dengan kata lain sistem masih
akan mengalami kenaikan maupun penurunan
untuk kurun waktu yang lama.
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