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KIRISH. Model operatorni berilgan uzluksiz funksiyaga ko’paytirish operatorining xususiy
integralli, ya’ni nokompakt integral operator yordamida qo’zg’alishi sifatida aniqlaymiz.
Asosiy magsadimiz shu operatorning spektrini, aniqrog’i uning muhim spektrini, muhim
spektrdan tashqarida yotuvchi xos giymatlarining operator parametrlaridan bog’liq ravishda
mavjudlik masalasini hamda xos qiymatlarning joylashuv o’rnini topishdan iboratdir. Bu
masala shuningdek, [1],[2],[3],[5].,[6] adabiyotlarda qaralgan. [4] ishda bir o’lchamli
Shredinger operatorining parametrning kichik qiymatlaridagi diskret spektri va rezonanslari
o’rganilgan. Dastlab Kkiritilgan operatorning sodda xossalarini, ya’ni uning chiziqli,
chegaralangan va 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar sinfiga tegishli ekanligini bayon qgilamiz.
Keyinchalik esa berilgan operatorni to’g’ri integralga yig’iluvchanlik masalasiga
to’xtalamiz. Bu bilan biz ko’paytirish operatoriga qo’shilgan xususiy integral operatorni
to’la integralli kompakt operatorga keltiramiz hamda berilgan operator spectral xossalarini
o’rganish masalasini mos Gilbert fazosida anialangan 0’z-0’ziga qo’shma chiziqli
chegaralangan operatorlar oilasining spektral xossalarini o’rganishga keltiramiz.

Model operatorning Kiritilishi va uning sodda xossalari

Biz berilgan uzluksiz funksiyaga ko’paytirish operatorining biror xusuiy integrally integral
operator yordamida qo’zg’alishini ifodalovchi bir model mos Gilbert fazosida operatorini
kiritamiz. Bu operatorning kiritilgan Gilbert fazosida sodda xossalarini, aniqrog’i uning
chizigli chegaralangan operatorlar sinfiga garashli ekanligini, 0’°z-0’ziga qo’shma operator
ekanligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik 7" =(-z;z] - v-o’lchamli tor, (TV)z =T"xT" uning Dekart ko’paytmasi va
Lz((TV)Z) esa (TV)2 da aniglangan va kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalarning Gilbert

fazosi bo’lsin. Biz 7" torda elementlarni qo’shish va haqiqly sonmga ko’paytirish
amallarini har bir koordinatasi 27z modul (tagqoslama) bo’yicha xuddi R” da mos ravishda
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elementlarni qo’shish va haqiqiy songa ko’paytirish amallari kabi kiritamiz. Masalan v =1
o’Ichamli holda quyidagi misollarni keltirishimiz mumkin:

37 7z=7—ﬂ=—zmod(27z), 10~Z=57z=7zm0d(27r).
4 4 4 2

Xuddi shunnday v =2 o’lchamli holda quyidagi misollarni keltirishimiz mumkin:

3_7[;_2_” =t = 7_”,_7_7[ = —Zs—ﬂ mod(27,27),
4 3 2) 476 476

10- (5 —ﬂ'j (57:-107 )= (7;0) mod(27;27)

Shu kabi ixtiyoriy o’lchamli torda qo’shish va songa ko’paytirish amallarini aniqlaymiz.
Demak LZ(TV) Gilbert fazosining elementlarini R" da aniglangan va har bir argumenti
bo’yicha 27 davrli hamda (- 7;z] da modulining kvadrati bilan integrallanuvchi ekvivalent

funksiyalar sinfi deb qarash mumkin. Bu fazoning elementlari sifatida quyidagi funksiyalarni
misol sifatida keltish mumkin:

f(q) =cosq, +cosq, +---+cosq,, g(q)=singsing,---sing, .
L)) Gilbert fazosida
h, =hy—uV (1)
ko’rinishda aniqlangan model operatorni qaraymiz. Bunda #, berilgan uzluksiz funksiyaga

ko’paytirish operatori, V esa xususiy integralli integral operator bo’lib, ular L (( )Z) fazoda

mos ravishda quyidagi ta’sir formulalariga ega:

(hof Xp.q)= <p ) (p.a) feL(rF)

vf Xp-q) j(p f(p.t)dt, felL, ((T)Z) (2)

Buyerda u(-,)— (T”)2 da aniglangan haqiqiy giymatli berilgan analitik funksiya, ¢(-) esa T"
da aniglangan haqiqiy qiymatli berilgan analitik funksiya va x> 0- biror musbat haqiqiy
giymatli parameter.

I-Lemma. (1) formula bilan berilgan h, operator Lz(( V)z) fazoda aniglangan
chizigli chegaralangan, o ’z-o ’ziga qo shma operatorlar sinfiga qgarashli bo’ladi.

Isbot. Dastlab (1) formula bilan berilgan operatorni chiziqli operator bo’lishini
tekshiramiz. Buning wuchun oldinbgi bobdagi berilgan ta’rifga binoan ixtiyoriy
Vf,geL, (( Y )2) elementlar va ixtiyoriy «, 8 € C sonlar uchun

(n,(of +Be)p.q)=aln, f N p.q)+ Blh,g Xp.q) 3)
tenglik o’rinli ekanligini ko’rsatish kerak. (3) tenglikning chap tomonidan uning o’ng
tomonini keltirib chigaramiz. Haqiqatan ham

(n, (of + B2 p.a)=ulp.q)af + Bz Xp.q)- uola )[@(ﬂ(af + B \p.t)dt .
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Bu tenglikning o’ng qismida funksiyalarning yigindisi va songa ko’ paytmasi ta’rifini tatbiq
qilsak quyidagi tenglikni olamiz:
(n,(ef + B2 )N p-q)=u(p.aXef (p.q)+ Be(p. ) 1ela) [ @(e N (p.t)+ B (p.1))dr

Agar bunda integrallanuvchi funksiyalar yig’indisining integrali integrallar yig’indisiga teng
eknaligini hisobga olsak va hosil bo’lgan ifodada guruhlashni tatbiq qilib quyidagi tenglikka
kelamiz:

(hy(oaf+ﬂg))(p,q)=a{u(p,q)f(p,Q)—uco(Q) jq)(r)f(p,r)dr}

A ) () ) o) (b |l ).

Bu esa (1) tenglikni, ya’ni h, operatorning Lz((TV)Z) fazoda aniglangan chiziqli operator
ekanligini anglatadi.

Endi #, operatorning chegaralangan operatorlar sinfiga qarashli ekanligini

tekshiramiz. Oldingi bobda berilgan ta’rifga ko’ra ixtiyoriy Vf e L, ((T Y )2) uchun
[n.s{=clrl

tengsizlikni gqanoatlantiruvchi chekli musbat C >0 haqiqiy sonning mavjudligini ko’rsatish
yetarli. (3.1.1) va normaning xossasidan quyidagi tengsizlik o’rinli

| | =g f =V | <] o f [+ VF |- (4)

Demak (2) formulalar bilan aniqlangan Ak, va V operatorlarning chegaralangan ekanligini

ko’rsatish yetarli bo’lar ekan. Ularning normalarini baholaymiz. Haqgigatan ham Lz((TV)Z)
fazoda normaning aniglanishidan Vvf e L, ((TV)Q) uchun quyidagiga egamiz:

Inf "= [ Xp-q) dpda.
]
Bunda Ak, operator ta’sir ifodasi uchun (2) formulani e’tiborga olsak yuqoridagi ifoda
quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:
|nf [ = [lup. @) #(p.q) dpdq.
(¥

Shartga asosan u(.-)- (r*) da aniglangan hagqiqiy qiymatli analitik funksiya bo’lganligi
uchun u (TV)2 kompaktda o’zining eng katta giymatiga erishadi. U holda yuqoridagi normani
quyidagicha baholash mumkin:

It | <M [1£(pa) dodq =*|f, wf <L)
(rf
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Demak vf eL,(7F) uchun  |nf|<|m||f]. 7 L") tengsizlik o’rinli bo’lib, #

chegaralangan operator bo’lar ekan.

Enda (2) ning ikkinchi formulasi bilan aniglangan V operatorni chegaralanganlikka
tekshiramiz. Haqiqatan ham L, ((TV)Z) fazoda normaning aniqlanishidan Vf e L, ((Tv)z) uchun
quyidagiga egamiz:

[ [* = [ Xp.q) dpdq.
('
Bunda V operator ta’sir ifodasi uchun (2) formulani e’tiborga olsak yuqoridagi ifoda
quyidagi ko’rinishga ega bo’ladi:

vrlF= |

(ry

O’ng tomondagi ichki integralga Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini qo’llasak quyidagi
tengsizlikka kelamiz:

2

dpdg .

(p(q)fvrp(t)f (p1)dr)

11 = [jlal| [l [ -

'y

{ J I(P(Q)IdeJ 17 (p.r) dpe =l |-
(' 'y
Bunda biz takroriy va karrali integrallarning tengligi haqidagi Fubini teoremasi (qarang [9])
tasdig’idan foydalandik. Shunday qilib, biz V operator normasi uchun

rlleff 1ol o < )
bahoning o’rinliligini oldik. Bu esa V chegaralangan operator ekanligini bildiradi. Natijada
(4) ga asosan h, operator normasi uchun

[, < (1ol |1 wr e (Y )

tengsizlik bajariladi. Bu esa ta’rifga asosan £, ning Lz((TV)Z) fazoda chegaralangan

operatorlar oilasiga qarashli ekanligini anglatadi.

Endi 1-Lemmaninig isbotini yakunlash maqgsadida £, operatorning 0’z-0’ziga
qo’shma operator ekanligini kp’rsatish bilan shug’ullanamiz. Buning uchun oldingi bobda
berilgan ta’rifga binoan Vf, g e Lz((T”)z) elemaentlar uchun

(1, f.2)=(f.h,2)
tenglikning bajarilishini ko’rsatish yetarli. Agar (1) formulani hisobga olsak yuqoridagi
tenglik chap qismi quyidagicha yoziladi:
(.t 8)=(rf 8) =V . 8).
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Demak h, va V operatorlarning 0’z-0’ziga qo’shmaligini ko’rsatish yetarli. Dastlab 5,

operatorni 0°z-0’ziga qo’shmalikka tekshiramiz. Ixtiyoriy Vf,ge LZ((TV)Z) uchun bu fazoda
skalyar ko paytmaning aniqlanishidan quyidagiga egamiz:

(hof )= [ Xp.a)e(p.qkipdy
(rf

Bunda (2) formulani nazarga olsak, quyidagi tenglikka kelamiz:

(hf.2)= [u(p.a)f(p.q)2(p.q)ipdg
(rf
yoki

(hof.2)=" [ £(p.q)u(p.q)e(p.qakpda
(rf

Shartga asosan uf(-)- ( )2 da aniglangan haqiqiy qiymatli funksiya bo’lganligi uchun
yuqoridagi ifoda quyidagiga teng kuchli bo’ladi:

(hf.8)= ff p-a)u(p.q)s(p. a¥pdq =(f.h,g).

Demak h, 0’z-0’ziga qo’shma operator ekan. Endi xususiy integralli V operatorni 0’°z-0’ziga

go’shma operator bo’lishlikka tekshiramiz. Ixtiyoriy Vf,g e LZ((TV)Z) uchun bu fazoda skalyar
ko’paytmaning aniqlanishidan quyidagiga egamiz:

(vf.2)= [(FXp.9)e(p.qkpd .
(rf
Bunda (2) formulani nazarga olsak, yuqoridagi ifodani quyidagicha yozishimiz mumkin
bo’ladi:
f.g)= [ {(o(q)j(o(t)f(p,t)dt}g(p,q)dpdq

eyl
Takroriy integrallarning tenglifi haqidagi Fubini teoremasini qo’llasak va ¢(-) ning haqiqiy
qiymatli finksiya ekanligini e’tiborga olsak oxirgi ifoda quyidagi ko’rinishda tasvirlanadi:

(r.g)= | f (p,t){qo(t)f(p(q)g p. CI)dQ}del

vy

Bu integrallarda o’zgaruvchilarni ¢ :=t¢; 7 := ¢ kabi almashtirsak u quyidagicha yoziladi:

vr.e)= [ f(p, q){(ﬂ(q) e 2(p, )dr}dpdq (f.Ve).

Ty
BuesaVv:L, ((Tv)z)—> L, (( V) ) operatorning va 0’z navbatida #, operatorning LZ(( V)Z) fazoda

aniqlangan 0’z-0’ziga qo’shma operatorlar oilasiga qarashli ekanligini anglatadi. /-Lemma
isbot bo’ldl.
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2-Lemma. (1) formula bilan berilgan %, operator L, ((TV)Z) fazoda peT" o’zgaruvchining

ixtiyoriy funksiyasi w(p) funksiyaga ko’paytirish operatori W:Lz((TV)Z)aLZ((TV)z) bilan
o’rin almashtiradi.

Eslatma. Yuqoridagi ta’kidlangan tasdiglarga  va Lebegning yaqinlashish haqidagi
teoremasiga ko’ra (qarang [7],[8]) ixtiyoriy z<m,=0 uchun A(,z) funksiyaning barcha

ikkinchi tartibli xususiy hosilalari C* (T“) fazoning elementi bo’ladi.
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