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Функція Гріна знаходить широке застосування при розв’язку крайових за-

дач для диференціальних рівнянь, до яких зводяться багато математичних і 

фізичних задач. Зокрема, розв’язки диференціальних рівнянь з частинними похі-

дними методом Фур’є зводяться до крайових задач для звичайних диференціа-

льних рівнянь. За допомогою функції Гріна для однорідної задачі можна знайти 

розв’язок неоднорідного диференціального рівняння. Знання функції Гріна дає 

можливість розв’язувати цілий клас задач з знаходження власних значень в 

квантовій теорії поля. 

Описана розроблена побудова функції Гріна крайових задач для звичайних 

лінійних диференціальних рівнянь. Представлені алгоритм і програма в системі 

Maple для обчислення функції Гріна крайових задач для диференціальних рів-

нянь другого та третього порядків в явному аналітичному вигляді. Наведені 

приклади обчислення функції Гріна для конкретних крайових задач. Необхідна 

для побудови функції Гріна фундаментальна система розв’язків звичайних ди-

ференціальних рівнянь з особливими точками обчислюється в вигляді узагаль-

нених степеневих рядів за допомогою розроблених програм в середовищі Maple. 

Розроблено алгоритм побудови функції Гріна в вигляді степеневих рядів для 

диференціального рівняння другого та третього порядків з заданими крайови-

ми умовами. Складено робочі програми в середовищі Maple для обчислення фу-

нкції Гріна довільних крайових задач для диференціальних рівнянь другого та 

третього порядків. Наведено розрахунки функції Гріна для конкретних крайо-

вих задач третього порядку за допомогою розробленої програми. Проведено 

порівняння отриманої наближеної функції Гріна з відомими виразами точної 

функції Гріна і отримана дуже гарна згода. 

Ключові слова: функція Гріна, звичайні диференціальні рівняння, степеневі 

ряди, узагальнені степеневі ряди, крайові задачі. 

 

1. Введение 
Функция Грина находит широкое применение при решении краевых задач 

для дифференциальных уравнений, к которым сводятся многие математические 

и физические задачи. В частности, решения дифференциальных уравнений с 

частными производными методом Фурье сводятся к краевым задачам для 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Отметим, что при помощи 

функции Грина для однородной задачи можно вычислить решение неоднород-

ного дифференциального уравнения. Также с помощью функции Грина можно 
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решать задачи нахождения собственных значений, которые являются очень ак-

туальными в квантовой теории поля. 

Актуальными и важными в математических исследованиях являются зада-

чи интегрирования линейных обыкновенных дифференциальных уравнений 

третьего порядка, а также построения на их основе функции Грина краевой за-

дачи для обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка. 

 

2. Анализ последних исследований и постановка проблемы 

Функция Грина по одной переменной величине должна удовлетворять ис-

ходному дифференциальному уравнению любой краевой задачи. Поэтому сама 

функция Грина может быть представлена в виде линейной комбинации линейно 

независимых решений (фундаментальная система решений) исходного диффе-

ренциального уравнения. Проблема нахождения линейно независимых реше-

ний исходного дифференциального уравнения подробно рассмотрена в рабо-

те [1]. Проблема решения исходного дифференциального уравнения при изуче-

нии свойств гармонического осциллятора в электромагнитном поле рассмотре-

на в работе [2]. Проблема нахождения решений дифференциального уравнения 

в квантовой механике рассмотрена в работах [3,4] при нахождении потенциала 

поля в уравнении Шредингера. Нахождение решений неоднородных диффе-

ренциальных уравнений при степенной зависимости неоднородности подробно 

рассмотрена в работе [5]. Проблема нахождения условий интегрируемости 

дифференциальных уравнений второго порядка рассмотрена в работе [6]. Од-

нако нахождение фундаментальной системы решений составляет достаточно 

сложную, фактически не исследованную на данный момент времени математи-

ческую задачу. Таким образом, исследователи данной области пришли к выво-

ду о необходимости использования функции Грина для нахождения решений 

дифференциальных уравнений. Эта проблема подробно рассмотрена в рабо-

тах [7–9], но она не была решена из-за нелинейности систем дифференциаль-

ных уравнений. Авторам данной статьи удалось частично решить эту проблему, 

используя компьютерную систему MAPLE при расчете собственных значений и 

собственных функций уравнения Матье [10]. Авторы данной статьи использо-

вали также компьютерную систему MAPLE при исследовании нелинейной га-

мильтоновой системы методом Биркгофа-Густавсона [11]. Необходимость по-

лучения функции Грина для решения дифференциальных уравнений в аналити-

ческом виде показана в работах [12–14]. В работе [15] рассмотрена проблема 

нелинейности системы решений дифференциальных уравнений, что не дает 

возможности получения функции Грина в аналитическом виде. Кроме того, по-

иск фундаментальной системы решений ещё более усложняется, если диффе-

ренциальное уравнение имеет особые точки. 

Эту трудность можно преодолеть, если решения дифференциальных уравне-

ний искать в виде степенных рядов, а при наличии особых точек искать в виде 

обобщенных степенных рядов, например, по методу Фробениуса. Однако при 

этом возникают трудоемкие задачи, такие как подстановки рядов в ряды, их диф-

ференцирование, сравнение коэффициентов при одинаковых степенях, Кроме то-

го, при построении функции Грина возникают задачи решения систем алгебраиче-
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ских уравнений высокого порядка. Поэтому для успешного и точного решения та-

ких задач применяется известная компьютерная система символьно-численных 

преобразований Maple, которая позволяет в аналитическом виде производить та-

кие необходимые преобразования с достаточной точностью и скоростью. 

Поэтому вполне обоснованной является разработка алгоритмов и состав-

ление программ в системе Maple для вычисления в явном виде функций Грина 

и проверки работы этих программ для конкретных краевых задач. Основные 

свойства и методы построения функции Грина, которую обозначим как G(x, ξ), 

а также широкий спектр различного класса прикладных задач, при решении ко-

торых может быть использована функция Грина, изложены во многих класси-

ческих учебниках по дифференциальным уравнениям, а также в специальных 

пособиях [16] и монографиях [17] по функциям Грина. 

 

3. Цель и задачи исследования 
Целью настоящей работы является вычисление функции Грина краевых 

задач обыкновенных дифференциальных уравнений, линейно независимые ре-

шения которых и при наличии особых точек эффективно могут быть вычисле-

ны при помощи программ с применением компьютерных систем символьно-

численных вычислений Марle. 

Для достижения цели поставлены следующие задачи: 

 – разработать алгоритм построения функции Грина краевых задач для 

обыкновенных дифференциальных уравнений второго и третьего порядков; 

– разработать алгоритм нахождения фундаментальной системы решений 

обыкновенных дифференциальных уравнений второго и третьего порядков; 

– провести расчеты функции Грина для конкретных краевых задач. 

 

4. Метод вычисления функции Грина 
Введем дифференциальный оператор 
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На отрезке xϵ[a, b] рассмотрим краевую задачу для обыкновенного диффе-

ренциального уравнения 

 

  ˆ 0L y x             (2) 

 

с однородными граничными условиями: 
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Здесь y(k)(x) есть k–я производная функции y(x), причем y(0)(x) ≡ y(x), αik и 

βik – числовые коэффициенты, которые одновременно не равны нулю, т. е. 
2 2 0   ik ik , i,k = 0,1,2,3. 

 

Для удобства краевые условия (3) кратко запишем в виде 

 

      0 .    a bU y U y U y          (4) 

 

Приведем основные свойства функции Грина G(x, ξ). 

1) функция непрерывна и имеет непрерывные производные по x до (n-2)–

порядка включительно для всех значений x и ξ из интервала [a, b]; 

2) производная (n-1)–порядка имеет при x = ξ скачок равный 1/p0(ξ), т. е. 
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3) в каждом из интервалов [a, ξ) и (ξ, b] функция G(x, ξ) по переменной x 

удовлетворяет дифференциальному уравнению и краевым условиям Uμ(G) ≡ 0, 

μ = 1,2,3,4. Функция G(x, ξ) называется функцией Грина или функцией влияния 

для данной краевой задачи. 

В теории дифференциальных уравнений доказывается теорема: “Если кра-

евая задача  ˆ 0L y  имеет лишь тривиальное решение y(x) ≡ 0, то оператор L̂ , 

т. е. краевая задача, имеет одну и только одну функцию Грина. Это равносиль-

но также, что число λ ≡ 0 является собственным значением оператора L̂ ”. 

Используя свойства функции Грина, представим общие формулы для её 

вычисления. Для применения компьютерных вычислений функцию Грина 

удобно искать в виде [15]: 
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а y(k)(x) есть линейно независимые решения дифференциального уравнения (2). 

Условия непрерывности функции Грина (свойство 1) запишутся в виде 

двух уравнений 
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а свойство 3) – скачок (n–1)-й производной в точке x ≡ ξ запишется в виде сле-

дующего уравнения 
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В результате получаем линейную систему алгебраических уравнений от-

носительно функций Bk(ξ): 
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Так как определитель этой системы равен вронскиану линейно независи-

мых решений yk(ξ), k = 1,2,3,4, который не равен нулю, то система (9) определе-

на и имеет единственное решение Bk(ξ), k = 1,2,3,4. Для нахождения функций 

Ak(ξ), k = 1,2,3,4 воспользуемся граничными условиями (3): 
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Из этой системы при известных Bk(ξ) находим решения Ak(ξ), зная которые 

вычисляем функцию Грина согласно выражениям (5), (6). 

Если же определитель системы (10) равен нулю, то полученное уравнение 

для этого определителя 

 

   det , 0  iU y x  

 

будет определять собственные значения λ при решении задачи на собственные 

значения оператора (1). 
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Как следует из описанной выше общей схемы построения функции Грина, 

необходимо вычислять фундаментальную систему решений для дифференци-

ального уравнения (2). Разработаны алгоритмы и составлены программы в сре-

де MAPLE для вычисления всех линейно независимых решений дифференци-

альных уравнений типа (2) в виде обобщенных степенных рядов [18, 19]. 

Согласно общей схеме вычисления функции Грина, также разработан ал-

горитм, основные шаги которого представим ниже, и составлены соответству-

ющие программы с применением системы программирования MAPLE для по-

строения функции Грина некоторых краевых задач [20, 21]. 

 

5. Алгоритм построения функции Грина для обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений второго и третьего порядка 
Описание алгоритма [20]: 

Ввод: 

Pk(x), k = 0,1,…– коэффициенты-функции заданного дифференциального 

уравнения; n – максимальный показатель степени используемых степенных ря-

дов; x0 – особая точка уравнения (2), если таковая имеется; αik и βik – коэффици-

енты граничных условий (3); a, b – граничные точки отрезка [a, b]; 

Вывод: 

yk(x) – фундаментальная система решений заданного дифференциального 

уравнения (2); G_left(x, ξ) – функция Грина на отрезке a ≤ x ≤ ξ ≤ b; 

G_right(x, ξ) – функция Грина на отрезке a ≤ ξ ≤ x ≤ b. 

Описание шагов алгоритма:  

1) вычисление линейно независимых решений yk(x) в виде степенных рядов 

для дифференциального уравнения (2); 

2) проверка найденных решений путем подстановки; 

3) вычисление коэффициентов Bk(ξ) из системы уравнений (9); 

4) проверка найденных решений этой системы; 

5) составление системы уравнений (10), нахождение её решений Ak(ξ) и 

проверка этих решений; 

6) построение функций GL(x, ξ), GR(x, ξ), G(x, ξ) согласно выражениям (5), (6); 

7) проверка основных свойств функции Грина G(x, ξ). 

 

6. Примеры вычислений функций Грина краевых задач для обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго порядка 
Приведем результаты расчета функции Грина краевых задач для диффе-

ренциальных уравнений второго порядка по программе [20]: 

Пример 1. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 
2 2 ln    x y xy y x x x                 (11) 

 

с краевыми условиями 
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При помощи программы [20] для соответствующего однородного диффе-

ренциального уравнения получена функция Грина в виде: 
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Зная функцию Грина (12) для однородного дифференциального уравнения, 

которое соответствует неоднородному дифференциальному уравнению (11), по 

формуле 
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получаем решение неоднородного уравнения 
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Таким образом, решение исходного дифференциального уравнения найде-

но в аналитическом виде. 

Пример 2. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 
2 23 5 3   x y xy y x  

 

с краевыми условиями 
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Для соответствующего однородного уравнения с теми же граничными 

условиями по программе [20] получена функция Грина 
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Таким образом, для исходного дифференциального уравнения вычислена 

функция Грина. 

Пример 3. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 
2 32 / 3 sin ln  y y x x x x  

 

с краевыми условиями 

 

     1 0, 2 2 0.  y y y  

 

Получена следующая функция Грина: 

 

( , ), 1 2,
( , )

( , ), 1 2,

    
  

    

L

R

G x x
G x

G x x
 

 

где 

 

 
  2

1 2
1 1

, , ,
3

   
  

 


L x
x x x

G x
x

 

 

 
  2

1 2
1 1

, , .
3

   
     

 


R xG x
x

 

 

Ті
ль
ки

 дл
я ч
ит
ан
ня



Аналогично предыдущим примерам, из данных значений функции Грина 

находим 

 

  3 260 sin 120cos 3 sin 1 / 6ln 1 / 9ln .    y x x x x x x x x  

 

Таким образом, получено решение данного неоднородного дифференци-

ального уравнения: 

Пример 4. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 

2

1
0, 1, 2,    

m
y y y m

x x
 

 

с краевыми условиями 

 

   0 1 0 . y y  

 

Получена следующая функция Грина: 
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которая совпадает с известным результатом [22]. 

Пример 5. 

Рассмотрим следующую краевую задачу [23] 

 

 

   

4 21 0 ,

0 0 .

 
     

 

 

d dy
x y

dx dx

y y L

                (13) 

 

Эта задача есть задача на собственные значения, которая возникает при ис-

следовании на устойчивость конусообразного стержня под действием внешней 

продольной силы. Параметр α определяет геометрическую конфигурацию усе-

ченного конуса. В данной задаче критическая сила, при которой стержень теря-
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ет устойчивость, равна произведению модуля Юнга на наименьшее собствен-

ное число λ. 

Уравнение (13) имеет следующие линейно независимые решения: 

 

 
     

 
     

1

1

cos sin ,
1 1 1

sin cos .
1 1 1

       
                 

       
                 

y x
x x x

y x
x x x

 

 

Собственные значения находятся из уравнения 

 

   det , 0 ,  iU y x  

 

которое приводит к следующему трансцендентному уравнению 

 

2 2 2 3 0 .
1

 
           

L
Lctg L

L
              (14) 

 

Значение λ, полученное по формуле (14), отличается менее чем на 2 % от 

этой же величины, полученной в работе [23] другим способом. 

Приведенные примеры решения краевых задач в этом разделе были ис-

пользованы авторами при решении уравнений теплопроводности и колебаний с 

частными производными. 

 

7. Примеры вычислений функций Грина некоторых краевых задач 

для обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка 
Приведем результаты расчета функции Грина краевых задач для диффе-

ренциальных уравнений третьего порядка по программе [20]. 

Пример 1. 

Рассмотрим краевую задачу для дифференциального уравнения 

 
2 3sin 2 cos 3  y x x x x x  

 

с граничными условиями 

 

 0 0 ,y   1 0 ,y     0 1 0 .  y y  

 

Для данного однородного дифференциального уравнения получена функ-

ция Грина в виде: 

 

Ті
ль
ки

 дл
я ч
ит
ан
ня



 
 

 

, , 1 2,
,

, , 1 2,

     
  

    

L

R

G x x
G x

G x x
 

 

где 

 

    

    

1
1 ,

2

1
, 1

,

.
2

   

  



   

L

R

G x

G xx

x x

x

 

 

Далее получено решение неоднородного уравнения: 
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Таким образом, решение исходного дифференциального уравнения найде-

но в аналитическом виде. 

Пример 2. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 

 

0y  

 

с граничными условиями 

 

 0 0 ,y   1 0 ,y     0 1 . y y  

 

С помощью разработанной программы получена функция Грина: 
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Полученное выражение совпадает с точным выражением и является анти-

самосопряженным. 

Пример 3. 

Для дифференциального уравнения 

 

     2cos  y x y x x x  

 

с однородными краевыми условиями 

 

 0 0 ,y  0
2

 
  

y  и  0
2

 
    

y y  

 

найдена функция Грина в виде 
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откуда находим: 
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Таким образом, получено решение исходного неоднородного дифференци-

ального уравнения в аналитическом виде. 

 

 

8. Построение функции Грина для дифференциальных уравнений тре-

тьего порядка в виде степенных рядов 
Рассмотрим дифференциальное уравнение третьего порядка 

 

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 0     p x y p x y p x y p x y  (15) 
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с граничными условиями 

 

1,0 1,1 1,2 1,0 1,1 1,2

2,0 2,1 2,2 2,0 2,1 2,2

3,0 3,1 3,2 3,0 3,1 3,2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ,

              

              

              

y a y a y a y b y b y b

y a y a y a y b y b y b

y a y a y a y b y b y b

          (16) 

 

где p0(x), p1(x), p2(x), p3(x) есть непрерывные функции вместе с непрерывными 

производными первого и второго порядков на отрезке [a, b], α1,0, α1,1, α1,2, α2,0, 

α2,1, α2,2, α3,0, α3,1, α3,2, β1,0, β1,1, β1,2, β2,0, β2,1, β2,2, β3,0, β3,1, β3,2 – коэффициенты в 

граничных условиях (16) для конкретной краевой задачи, 2 0  ik
i k

, 

2 0  ik
i k

, i = 1,2,3, k = 0,1,2. 

Для построения функции Грина краевой задачи (15), (16) вначале решаем 

задачу Коши в точке x0, находим линейно независимые решения для уравне-

ния (15) в виде рядов: 
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1 0
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k
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3 0 0
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k

ky x x x c x x               (19) 

 

где (1)

kc , (2)

kc , (3)

kc  – числовые коэффициенты. 

Функцию Грина ищем в виде 
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Используя свойства функции Грина, приведенные выше, находим коэффи-

циенты-функции Ak(ξ), Bk(ξ) и с их помощью строим функцию Грина по форму-

лам (17)–(19). Так как линейно независимые решения представлены степенны-

ми рядами, то и функция Грина также находится в виде степенных рядов. 

В соответствии с приведенными выше формулами разработан алгоритм 

построения функции Грина в виде степенных рядов для краевой задачи (15) в 

среде Maple. 

 

9. Алгоритм построения функции Грина для уравнений третьего по-

рядка в виде степенных рядов. 
Используя три линейно независимых решения, найденные в виде степен-

ных рядов, построена функция Грина на основе разработанного алгоритма и 

программы её вычисления. 

Ввод: 

n – желаемый максимальный порядок степенного ряда; 

P0(x) ≠ 0, P1(x), P2(x), P3(x) – в общем, коэффициенты-функции в задан-

ном дифференциальном уравнении третьего порядка (15); 

a, b – граничные точки отрезка [a, b], на котором ищется функция Грина; 

α1,0, α1,1, α1,2, α2,0, α2,1, α2,2, α3,0, α3,1, α3,2, β1,0, β1,1, β1,2, β2,0, β2,1, β2,2, β3,0, β3,1, 

β3,2 – коэффициенты в граничных условиях (16) для конкретной краевой задачи. 

Вывод: 

y1(x), y2(x), y3(x) – фундаментальная система решений для заданного диф-

ференциального уравнения третьего порядка (15); 

G_L(x, ξ) – функция Грина на отрезке a ≤ x ≤ ξ ≤ b; 

G_R(x, ξ) – функция Грина на отрезке a ≤ ξ ≤ x ≤ b. 

Описание шагов алгоритма: 

1) процедура вычисления линейно независимых решений дифференциаль-

ного уравнения третьего порядка в виде степенных рядов; 

2) проверка найденных решений; 

3) вычисление коэффициентов-функций B1(ξ), B2(ξ), B3(ξ) для функции 

Грина G(x, ξ); 

4) проверка вычисленных коэффициентов-функций B1(ξ), B2(ξ), B3(ξ); 

5) задание частных краевых условий на отрезке [a, b]; 

6) решение системы алгебраических уравнений для определения коэффи-

циентов-функций A1(ξ), A2(ξ), A3(ξ); 

7) проверка вычисленных коэффициентов-функций A1(ξ), A2(ξ), A3(ξ); 

8) построение функции Грина G_L(x, ξ), (a ≤ x ≤ ξ ≤ b) и G_R(x, ξ), 

(a ≤ ξ ≤ x ≤ b); 

9) проверка всех свойств функции Грина G(x, ξ). 

 

10. Примеры построения функции Грина обыкновенных дифференци-

альных уравнений третьего порядка в виде степенных рядов. 
Пример 1. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
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6 11 6 0     y y y y                  (20) 

 

с граничными условиями 

 

 0 0 ,y   1 0 ,y   0 0 .y                 (21) 

 

Для дифференциального уравнения (20) решения 

 

1 ,e xy  2

2 ,e xy  3

3 e xy                 (22) 

 

составляют фундаментальную систему решений. Согласно сказанному выше, 

функция Грина G(x, ξ) может быть построена из общих решений (22) по формулам: 
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Из условий непрерывности функции Грина, её первой производной, а так-

же скачка второй производной получаем систему для определения коэффици-

ентов функций B1(ξ), B2(ξ), B3(ξ): 
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            (23) 

 

Система (23) всегда разрешима и имеет единственное решение, т.к. 

P0(ξ) ≠ 0, а, следовательно, главный определитель этой системы есть вронскиан 

W[y1, y2, y3], который не равен нулю. 

Из системы (23) находим решения: 
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Для нахождения коэффициентов-функций Ai(ξ), (i = 1,2,3), воспользуемся 

граничными условиями (21) и в результате получаем систему 
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Из этой системы находим решения: 
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Используя найденные выражения для Ak(ξ), Bk(ξ), (k = 1,2,3), находим точ-

ную функцию Грина для краевой задачи (20), (21) в виде: 
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С помощью разработанной программы для краевой задачи (20), (21) полу-

чена приближенная функция Грина в виде степенных рядов, первые члены ко-

торых приведены ниже 
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Проведены расчеты сравнений при разных значениях ξ и при значениях 

степенного ряда n = 13 и n = 16. Из проведенных расчетов следует, что полу-

ченная приближенная функция Грина отличается от точной на 1,3 % и 6·10-3 % 

при n = 13 и n = 16, соответственно. 

 

Пример 2. 

Рассмотрим дифференциальное уравнение 
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3 0   x y xy y  

 

с граничными условиями 
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С помощью разработанной программы получена функция Грина: 
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где первые члены функции Грина имеют вид: 
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Таким образом, получена функция Грина исходного однородного диффе-

ренциального уравнения. 

 

11. Обсуждение полученных результатов по построению функции 

Грина обыкновенных дифференциальных уравнений 
Разработаны методы построения функции Грина для линейных обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго и третьего порядков.  Знание 

функции Грина [8] позволяет вычислить решение линейного неоднородного 

дифференциального уравнения с заданными краевыми условиями, а также 

найти собственные значения и функции краевой задачи. 

Разработан алгоритм построения функции Грина в случае, когда в системе 

Maple имеется возможность получить в явном виде три линейно независимых 

решения заданного дифференциального уравнения третьего порядка с гранич-

ными условиями. Дано описание алгоритма построения функции Грина для 

обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка в явном анали-

тическом виде. Приведены расчёты функции Грина для конкретных краевых 

задач с помощью разработанной программы. 

Разработан алгоритм для построения функции Грина в виде степенных рядов 

для дифференциального уравнения третьего порядка с заданными граничными 

условиями. Дано описание алгоритма программы построения функции Грина для 

уравнений третьего порядка в виде степенных рядов. Приведены расчеты функ-
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ции Грина для конкретных краевых задач третьего порядка с помощью разрабо-

танной программы, а также проведено сравнение полученной приближенной 

функции Грина с точной, если она известна, и показана точность их согласия.  

На основе известных свойств функции Грина в данной работе разработан 

алгоритм и составлена программа символьно-численных расчетов функции 

Грина с применением компьютерных систем аналитических вычислений, мож-

но утверждать любых краевых задач для обыкновенных дифференциальных 

уравнений второго и третьего порядков. Существенным и важным узлом при 

вычислении функции Грина является поиск фундаментальной системы реше-

ний для заданного дифференциального уравнения. В данной работе эта задача 

решена при помощи расчета с использованием работающих программ. 

Проведены расчеты для ряда краевых задач, получены соответствующие 

функции Грина. Для ответов задач, известных из литературы [22], найдено 

очень хорошее согласие (вообще точное совпадение) с приведенными в данной 

работе расчетами функций Грина. Это доказывает эффективность построения 

функций Грина в предложенном подходе. Подобные расчеты в известной лите-

ратуре не выявлены. Можно и важно отметить, что точность вычисления функ-

ции Грина определяется точностью расчета фундаментальной системы реше-

ний, которая в общем случае автоматически контролируется числом членов в 

степенных рядах и числом знаков после запятой в десятичных числах. 

В заключение можно сказать, что благодаря предложенным в данной ста-

тье методам и алгоритмам, любая краевая задача для обыкновенных дифферен-

циальных уравнений второго и третьего порядков может быть решена. Един-

ственным недостатком данной работы является то, что вычисление функции 

Грина и нахождение всех необходимых для этого линейно независимых реше-

ний фундаментальной системы решений является трудновыполнимой операци-

ей, ручными вычислениями практически невыполнимой и для однородных 

уравнений, и тем более для неоднородных. 

 

12. Выводы 
1. Описан метод построения функции Грина для линейных обыкновенных 

дифференциальных уравнений второго и третьего порядков, имеющих особые 

точки, в виде обобщенных степенных рядов с применением компьютерных си-

стем алгебраических преобразований.  

2. Построение фундаментальной системы решений в виде сходящихся ря-

дов позволяет при последующих численных расчетах получить желаемую точ-

ность за счет увеличения числа членов в рядах и за счет увеличения количества 

знаков после десятичной точки, значит с такой точностью вычислить и саму 

функцию Грина. 

3. Приведены примеры вычислений функций Грина краевых задач для 

обыкновенных дифференциальных уравнений второго и третьего порядка в ви-

де степенных рядов в системе Maple, что позволяет эффективно и точно выпол-

нить все необходимые преобразования при построении функции Грина. Прове-

дено сравнение рассчитанных функций Грина с имеющимися в литературе и 

показана точность их согласия. Получено точное совпадение вычисленных 
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функций Грина с известными из других источников, что доказывает эффектив-

ность использованного способа расчета и разработанной рабочей программы. 
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