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Abstrak

Salah satu topik dalam teori graf yang menarik sebagian besar para peneliti adalah
tentang dimensi metrik, yaitu kardinalitas minimum resolving set yang mungkin dapat
dibentuk dari suatu graf. Pada paper ini dibahas tentang dimensi metrik graf Amal(ni,,),
yaitu graf yang dibangun dari topologi jaringan komputer. Graf ini dibentuk berdasarkan n
buah jaringan komputer topologi mesh yang dihubungkan menjadi satu-kesatuan jaringan
komputer yang lebih besar dengan menggunakan topologi mesh. Dengan kata lain, n buah
graf komplit K, dioperasikan amalgamasi dengan graf Komplit K. Graf ini dinotasikan
sebagai Amal(nk,,) dengan n = 4 dan m = 4. Dengan menentukan batas bawah dan batas
atas kardinalitas resolving set dari Amal(nk,,) didapatkan bahwa dimensi metrik dari graf
Amal(nk,,) adalah (m — 2)n.

Kata Kunci: Resolving Set, Dimensi Metrik, Topologi Jaringan Komputer

Abstract

One of the topic in graph theory that attract the researcher is metric dimension, that is
the minimum cardinality of resolving set of graph. This study aim to find the metric
dimension of Amal(nkK,,), that is the graph that obtained from computer network topology.
This graph is i of computer network topology of mesh are merged being unity more bigger
network using mesh topology. In other word, n of complete graph K, is amalgamation by
complete graph K. It is denoted by Amal(nK,), where n = 4 and m = 4. By finding lower
bound and upper bound of cardinality its resolving set of that graphs, it conclude that the
metric dimension of Amal(nK,,) is (m — 2)n.
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1 Pendahuluan

Graf adalah himpunan simpul dan sisi yang berhingga, didefinisikan sebagai G = (V, E),
dengan ¥ adalah himpunan tak kosong simpul dan E adalah himpunan sisi. Setiap sisi
menghubungkan satu simpul dengan simpul yang lain, dan setiap simpul dapat mempunyai
banyak sisi yang menghubungkannya dengan simpul lainnya. Beberapa permasalahan pada
disiplin ilmu dapat dimodelkan dalam bentuk graf. Sebagai contoh pada [1] graf digunakan
sebagai model dari kompetisi antara spesies berbeda pada ekologi lingkungan, siapa yang

mempengaruhi atau siapa yang berada pada himpunan kelas yang sama. Selain itu pada [2] [3],
71


mailto:tri.utomo@ma.itera.ac.id

72 Dimensi Metrik Graf Amal (nKn)

graf digunakan untuk mengilustrasikan jaringan lalu lintas, jaringan komputer [4] [5], dan
sebagainya. Pada paper ini graf digunakan sebagai representasi dari jaringan komputer, yaitu
dengan mengilustrasikan komputer sebagai simpul dan jaringan yang menghubungkan antar
komputer sebagai sisi. Ada beberapa jenis topologi jaringan komputer, diantaranya topologi bus,
ring, star, dan mesh. Pada penelitian ini dibahas tentang dimensi metrik suatu graf yang dibangun
dari kombinasi topologi jaringan komputer tersebut. Yang dimaksudkan kombinasi dalam
penelitian ini yaitu beberapa jaringan komputer (sub jaringan komputer) digabungkan menjadi
satu-kesatuan membentuk jaringan komputer yang lebih besar (jaringan komputer utama), dalam

hal ini topologi mesh dengan topologi mesh, perhatikan Gambar 1.
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Gambar 1 Ilustrasi 6 buah jaringan komputer bertopologi mesh (sub jaringan)
dihubungkan menjadi satu-kesatuan membentuk jaringan komputer yang lebih besar
menggunakan topologi mesh

Permasalahan dimensi metrik pertama kali dikenalkan oleh Harary dan Melter [6], selain
itu diteliti juga oleh Slater [7]. Misal G = (V, E)) adalah graf terhubung sederhana, dan u, v € V,
jarak antara dua simpul & dan v dinotasikan sebagai d (1, v} didefinisikan sebagai panjang jalur
terpendek yang menghubungkan keduanya. Misal W = {w,, w,, wy,...,w, ] himpunan simpul

terurut subset V, dan v € V', representasi v terhadap W dinotasikan sebagai »(v|W) adalah k-
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tupel [d[v, wy ), d(v,wy),...,d(v, wk]). W dinamakan resolving set jika setiap simpul pada G
mempunyai representasi yang berbeda terhadap W. Resolving set dengan kardinalitas minimum
disebut sebagai resolving set minimum, sedangkan kardinalitas dari resolving set ini disebut
sebagai dimensi metrik dari graf G, dinotasikan sebagai Dim(G).
Dimensi metrik merupakan salah satu topik pada teori graf yang menarik bagi para
peneliti, beberapa hasi telah didapatkan, misalnya [6] mendapatkan hasil sebagai berikut:
Teorema 1 [6] Misal G graf terhubung dengan orde n = 2, maka
1. Dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = E,
2. Dim(G) = n — 1 jika dan hanya jika ¢ = K,
3. Untuk n = 3, maka Dim(C,) = 2
Sedangkan [8] membahas dimensi metrik graf yang dihasilkan dari operasi perkalian
lexicographic, selain itu [9] membahas dimensi metrik lokal dari graf yang memiliki m-pendant, [10]
membahas dimensi metrik pada beberapa graf reguler infinit, [11] membahas graf-graf yang memuat
sikel dan yang memiliki dimensi metrik konstan, dan [12] membahas dimensi metrik dari

pengembangan graf kincir.
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Gambar 2 Metodologi Penelitian
2  Metode Penelitian
Dalam mengerjakan penelitian ini, dilakukan kontruksi graf berdasarkan topologi jaringan

komputer. Setelah itu dilakukan observasi mengenai dimensi metrik dari graf yang telah
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didapatkan pada tahapan sebelumnya. Dalam menentukan dimensi metrik ini diperlukan batas
bawah dan batas atas dimensi metrik dari graf tersebut.
Berdasarkan bagan pada Gambar 2, langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini
dapat dirumuskan sebagai berikut:
1. Membentuk suatu graf berdasarkan topologi jaringan komputer
2. Menentukan batas bawah dimensi metrik.
3. Menentukan batas atas dimensi metrik.
4. Menentukan nilai eksak dimensi metrik bedasarkan batas bawah dan batas atas dimensi

metrik.

3  Hasil dan Pembahasan
3.1. Amalgamasi n-Graf Komplit

Graf yang dibahas pada paper ini terinspirasi dari topologi jaringan komputer, dengan
mengilustrasikan komputer sebagai simpul, dan jaringan yang menghubungkan komputer
sebagai sisi. Ada beberapa jenis topologi pada jaringan komputer, yaitu topologi bus, ring, star,
dan mesh, sama halnya dengan graf garis, cycle, graf bintang, and graf komplit pada teori graf.
Pada paper ini dibentuk suatu jaringan komputer yang lebih besar dengan mengkombinasikan
topologi-topologi tersebut, dalam hal ini topologi mesh dengan topologi mesh, topologi mesh
pada masing-masing sub jaringan komputer dan topologi mesh pada jaringan komputer utama,

perhatikan Gambar 1.

) Simpul Tepi
_Simpul Tengah

Gambar 3 Contoh graf Amal(5K;), yaitu 5 buah graf K; diamalgamasikan dengan
graf Kz
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Kombinasi dari topologi mesh dengan topologi mesh mempunyai arti bahwa terdapat
beberapa jaringan komputer bertopologi mesh (sub jaringan komputer) dihubungkan menjadi
satu-kesatuan membentuk jaringan komputer yang lebih besar (jaringan komputer utama)
menggunakan topologi mesh. Ini mengilustrasikan bahwa, 1 buah graf komplit K,,, dioperasikan
amalgamasi dengan graf komplit K,,, dengan cara menyatukan simpul server pada setiap K,,
tepat satu dengan tiap simpul pada K,,. Graf ini kemudian dinotasikan sebagai Amal(nk,, ),
dengan n = 4 dan m = 4, perhatikan Gambar 3. Untuk keperluan selanjutnya, didefinisikan dua
jenis simpul pada Amal( nK, ), yaitu simpul tepi dan simpul tengah. Simpul tepi
mengilustrasikan komputer client pada setiap topologi mesh K,,. Sedangkan simpul tengah
mengilustrasikan komputer server pada setiap topologi mesh K,, yang disatukan dengan
komputer pada topologi mesh K,,.

3.2. Dimensi Metrik Amal(nk,,)

Misal G adalah Amal(nk,, ) seperti yang sudah didefinisikan sebelumnya, maka graf G
adalah graf terhubung sederhana.

Teorema 2 Batas bawah: Misal G adalah Amal(nk, ) dengan n = 4 dan m = 4, maka
Dim(G) = (m — 2)n

Bukti: Misal G adalah Amal(nK,,,) dengan n = 4 dan m = 4, W adalah resolving set, dan
a; ; merupakan simpul tepi dari G dengan i =1,2,...,n and j = 1,2,...,(m — 2). Simpul tepi
@y, dengan k =1,2,..,(m —1) pada K,, pertama, mempunyai jarak yang sama terhadap
simpul lainya pada G. Ini mengartikan bahwa simpul-simpul tersebut memiliki representasi yang
sama terhadap W, maka salah satu dari simpul-simpul ini haruslah berada di luar W, atau dapat
ditulis sebagai a,; = W. Dengan cara yang sama untuk simpul-simpul tepi pada K,, lainya,

dapat ditunjukkan bahwa a;; as; .., a,; © W. Akibatnya, W haruslah setidaknya memuat

a;;Ua,;Vag;V..Ua,; , dan ini jelas bawah a;; where i=12,..,n and
j=12,..,(m-2) merupakan simpul-simpul yang berbeda. sehingga
] = lasy| = lag,| == fans| = Gm =2, dan W1 (m ~2)m. .

Teorema 3 Batas atas: Misal G adalah Amal(nK,, ) dengan n = 4 dan m = 4, maka
Dim(G) = (m — 2)n

Bukti: Misal G adalah Amal( nkK,, ) dengan n =4 dan m=4
W=ay;Ua,;Uay;U..Ua,; denganj= 12, ..,(m— 2), dan @ ; adalah simpul tepi dari

G. Karena a;; dengan i = 1,2,...,n dan j = 1,2, ...,(m — 2) merupakan simpul-simpul yang
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berbeda, maka |W| = (m — 2)n. selanjutnya akan ditunjukkan bahwa W merupakan resolving
set.

Pertama, representasi dari simpul tengah terhadap W akan selalu 2, kecuali simpul tengah
yang adjacent dengan simpul tepi pada G. Representasi simpul tengah yang adjacent dengan
simpul tepi pada G terhadap W adalah 1. Ini mengakibatkan representasi simpul tengah akan
berbeda pada peletakan urutan 1 dan 2. Kedua, simpul tepi pada G a; ; dengan { = 1,2,...,n dan
i=12, .., (m—1) mempunyai representasi terhadap W sama dengan O dengan dirinya sendiri,
dan akan selalu 1 dengan simpul tepi pada G yang adjacent dengan simpul tengah yang sama,
dan selainnya akan selalu mempunyai representasi terhadap W sama dengan 3. Ini
mengakibatkan representasi simpul tepi akan berbeda pada peletakan urutan 0,1, dan 3. Karena
representasi setiap simpul pada G terhadap W berbeda, dapat disimpulkan bahwa W merupakan
resolving set.

Dari  penjelasan  sebelumnya  dikatakan @ bahwa W  minimal = memuat
a;;VUa,; Vas; U..Ua,; dengan i=12, .., (m—2) , dan

a,;Ua,;Vag; U..Ua,; | =(m—2)n, jadi tidak mungkin dibentuk W resolving set
sehingga |[W| < (m — 2)n. Sehingga dapat disimpulkan bahwa W merukan minimum resolving
set yang dapat dibentuk. u

Teorema 4 Dimensi metrik: Misal & adalah Amal(nk,,;) dengan n = 4 dan m = 4, maka
Dim(G) = (m — 2)n

Bukti: Misal G adalah Amal(nK,,,) dengan n = 4 dan m = 4, dari penjelasan diatas kita
ketahui bahwa batas bawah dimensi metrik G adalah (m — 2)n, dinotasikan sebagai Dim(G)
= (m — 2)n, dan batas atas dimensi metrik G adalah (m — 2)n, dinotasikan sebagai Dim(G)

< (m — 2)n. Maka dapat disimpulkan bahwa dimensi metrik G adalah (m — 2)n. [

4  Simpulan
Berdasarkan penjelasan di atas dapat disimpulkan bahwa, dimensi metrik Amal(7k,, )

dengan n = 4 dan m = 4, dinotasikan sebagai Dim(Amal(nk,,)) adalah (m — 2)n.
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