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Abstrak  

Himpunan tak-kosong :  dengan operasiabiner 6 Û 6�  danaelemen khusus r  disebut d-aljabar jika 

memenuhi T Û T L r , rE Û T L r , serta jika TE Û U L r  dan UE Û T L rá  maka TE L Uá  untuk setiap Tá U Ð : . 

Fungsi Bã: \ :  disebut multiplier pada d-aljabar �:  apabila memenuhi B:TE Ûä U; L B:T;äÛ EU , ÊTá UäÐ : . 

Dengan operasi tertentu kumpulan multiplier pada d-aljabar membentuk d-aljabar implikatif positif. Kernel 

multiplier pada d-aljabar merupakan subaljabar. Multiplier yang endomorfisme, kernel homomorfisma yang 

merupakan multiplier adalah d-ideal. Himpunan tetap multiplier merupakan subaljabar pada d-aljabar. Hasil kali 

dua multiplier idempoten yang komutatif juga merupakan multiplier idempoten pada d-aljabar. 

 

Kata Kunci: d-aljabar, multiplier, d-ideal, idempoten 

 

Abstract 

A non-emptyaset : with binary operation � Û 6�and special element r is calledad-algebra ifasatisfies T Û

T L r, r Û ET L r, and if T Û U L r�=J@�U Û T L r, then T L U, for every Tá U Ð : . The function Bã: \ :  is 

called a multiplier on d-algebra : if satisfies B:T Û U; L B:T; Û UáÊTá U Ð :. Under some binary operation the 

collection of all multipliers on a d-algebra forms a positive implicative d-algebra. The kernel of a multiplier on d-

algebra is a subalgebra. The kernel of a multiplier which is an endomorphism is a d-ideal. The set of fixed points 

of a multiplier on d-algebra is a subalgebra. A product of two commutative idempotent multipliers is also an 

idempotent multiplier on d-algebra. 

 

Keywords: d-algebras, multiplier, d-ideal, idempotent 

 

PENDAHULUAN  

d-aljabar merupakan struktur aljabar yang 

pertamaakali diperkenalkan oleh JosephiNeggers dan Hee 

SikuKim. d-aljabar adalah suatu himpunan tak kosong : 

dengan operasi biner 6 Û 6   dan elemen khusus r  yang 

memenuhi aksioma: T Û T L r , r Û T L r , dan jika T Û

U L r dan U Ûä T L r maka TE Lä U untukasetiapETá U Ð : 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012). 

Multiplier merupakan salah satu konsep yang 

dapat diterapkan pada struktur aljabar. Banyak peneliti 

yang sudah mengembangkan konsep multiplier. 

Sebelumnya sudah pernah dikembangkan konsep 

multiplier pada BE-aljabar yang dikaji oleh Kyung Ho 

Kim pada tahun 2011. BE-aljabar adalah suatu himpunan 

tak-kosong  :  dengan operasi biner 6 Û 6  dan elemen 

khusus s  serta memenuhi aksioma-aksioma tertentu. 

Fungsi Bã: \ :  disebut multiplier pada BE-aljabar �: 

apabila memenuhi B:TE Ûä U; L TE Ûä B:U;á äÊTá U Ð :ä 
Konsep multiplier yang serupa telah dibahas oleh M.  

 

Anwar Chaudhry dan Faisal Ali yakni pada d-aljabar. 

Multiplier pada d-aljabar �:  apabila memenuhi B:T Û

U; L B:T; Û U , EÊTá U Ð :� (M.A. Chaudhry & F. Ali, 

2012).  

Beberapa sifat multiplier pada d-aljabar dan 

struktur aljabar yang terkait meliputi idempoten, 

himpunan titik tetap, kernel á  dan masih banyak lagi. 

Sifat-sifat multiplier pada d-aljabar dan struktur aljabar 

yang terkait tersebut dapat digunakan pada beberapa 

penerapan, yaitu untuk mengolah data dalam perintah 

SQL database, untuk menghindari overlap pada citra 

vektor gambar, dan masih banyak lagi (B.A. Makayasa, 

2015). Karena itu multiplier pada d-aljabar menarik 
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untuk dipelajari. Dengan demikian akan dikaji lebih 

dalam pada penelitian ini mengenai sifat-sifat multiplier 

pada d-aljabar dan struktur aljabar yang terkait yaitu 

idempoten, himpunan titik tetap, kernel. 

KAJIAN TEORI 

Berikut ini diberikan beberapa definisi konsep yang 

digunakan untuk menunjang memahami pembahasan. 

Aljabar 

Definisi 2.1 

: disebut aljabar jika : merupakan suatu himpunan tak-

kosong dengan suatu operasi biner pada :. 

(Alexander & Guinter, 2002:451) 

Fungsi  

Definisi 2.2 

Fungsi B�dari himpunanA#�ke himpunan $ adalahasuatu 

aturan yang memetakan setiap elemen di # secara tunggal 

dengan elemen di $ yang dinotasikan Bã ä# \ $ä 

(Thomas, 2004: 2)  

Definisi 2.3 

Fungsi Bã# \ $ adisebut fungsiainjektif apabila 

setiapadua elemen berbeda di # dipetakan ke dua elemen 

berbeda di $á  sehingga dapat ditulis jika T5 M T6�maka 

:T5; M B:T6; ÊT5á T6 �Ð #. 

(R. G. Bartle & D. R. Sherbert, 2010: 7) 

Definisi 2.4 

Fungsi Bã# \ $  disebut fungsi surjektif apabila untuk 

setiapb> Ð $ ada = Ð # sedemikian hingga B:=; L >. 

(Masriyah,2007:92) 

Definisi 2.5 

Fungsi Bã# \ $  merupakan fungsi bijektif apabila B 

merupakan fungsi injektif dan surjektif. 

(R. G. Bartle & D. R. Sherbert, 2010: 8) 

Operasi Biner  

Definisi 2.6 

Diberikan sebuah himpunan tak kosong ). Suatu operasi 

biner pada )�adalah fungsi dari ) H �)�ke )�ä 

(Joseph A. Gallian, 2010:40)  

Komposisi Fungsi 

Definisi 2.7 

Misalkan B�fungsiddari #�ke $, dan C adalahhfungsiidari 

$� ke % mmaka C  komposisi B� dengan notasi C Ü B , 

didefinisikanadengan :C Ü B;:T; L ECkB:T;oáÊT Ð &Ù . 

(Masriyah, 2014: 135) 

Homomorfisme 

Definisi 2.8 

Misalkan )á)"  aljabar. Pemetaan B : ) \ )"  disebut 

homomorfisme jika B:=>;E L EB:=;B:>;  untuk setiap 

=á > Ð )E 

(Soebagio A. & Suharti,1993:250) 

Endomorfisme 

Definisi 2.9 

Misalkan )  merupakan aljabar. Endomorfisme adalah 

suatu homomorfisme dari ) \ )ä 

(Soebagio A., Suharti,1993:250) 

PEMBAHASAN  

Berikut ini akanadibahas lebih lanjut mengenai definisi 

dan sifat-sifat multiplier pada d-aljabar.  

Definisi 3.1 

Suatu himpunanntak-kosong : dengan operasiibiner 6 Û 6  

dannelemen khusus r  merupakan d-aljabar, jikaauntuk 

setiap Tá U� Ð : memenuhi aksiomaaberikut:  

(i) T Û T L r 

(ii) r Û T L rä 

(iii) Jika T Û U L r�����UEäÛ T L r, maka T Lä UE 
(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:1) 

Definisi 3.2 

Subhimpunan tak-kosong 5  dari d-aljabar :� disebut 

subaljabar pada :� jika Û U Ð 5á ÊTá U� Ð 5. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Definisi 3.3 

Misalkan : d-aljabar. Subhimpunan +�dari : disebut ideal 

dari : jika memenuhi: 

(i) EräÐ + 

(ii) Jika�T Û U Ð + dan�U Ð +á�maka T Ð +á EÊTá UäÐ : 

 (M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Definisi 3.4 

Misalkan : d-aljabar. Subhimpunan tak-kosong + dari :� 

disebut d-ideal dari : jika memenuhi: 

(i) Jika T Û U� Ð + dan U Ð +á maka T Ð +á EÊTá U� Ð : 

(ii) Jika T Ð + dan U Ð :,�Emaka T Û U Ð +. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Definisi 3.5 

Fungsi Bã: \ :  disebut multiplier pada d-aljabar �: 

apabila memenuhi, 

B:TE Û U;äL B:T;E Ûä Uá EÊTá U Ð :  

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Definisi 3.6 

Misalkan :  d-aljabar dengan operasi biner Û . 

Didefinisikan relasi Q pada : sebagaiaberikut: 

T Q U�jika danahanya jikaaT Û U L rá���ÊTá U� Ð :ä 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 
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Proposisi 3.1 

Misalkan :�merupakan d-aljabar dan B�multiplier pada : 

maka berlaku: 

(i) B:r; L r 

(ii) Untuk setiap T Ð :á berlaku B:T;äQ T 

(iii) Jika T Q �U, maka B:T; Q UáÊTá U Ð :  
(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Bukti: 

(i) :r; L EB:r Û EB:r;;    

��������L r     

Jadi, B:r;E L r    Ö 

(ii) Misalkan T Ð :E,  

ä B:r; �������L r     

ä B:TE Û T; L r     

ä B:ETE; �����Q ET     

Jadi, B:T;E Q T untuk setiap TE Ð :  Ö 

(iii) Misalkan Tá UE Ð :  dan T Q Uá  maka berdasarkan 

Definisi 3.6 TE Û U L r 

ä B:r; �������L r     

ä B:TE Û U; L r     

ä B:T;E Û U L r     

Karena B:T; Û U L rá sehingga berdasarkan 

Definisi 3.6 B:T; Q EU untuk setiap Tá U Ð : 

Jadi,  

jika T Q EU maka B:T; Q U   Ö 

Proposisi 3.2 

Misalkan B  dan C  merupakan multiplier pada : . 

Komposisi B Ü C juga merupakan multiplier pada :. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Bukti: 

Misalkan Tá U� Ð :, maka 

:B Ü C;:T Û U; L B:CE:T Û U;;    

          L BkCE:T;o Û EU  

          L :B Ü CE;:T; Û U    

Karena :B Ü EC;:TE Û U; L :B Ü C;:T; Û U , maka B Ü C 

merupakan multiplier pada :   Ö 

 

Definisi 3.7 

Suatu d-aljabar�: dikatakan implikatif positif jika 

:T Û U;EäÛ V L :T Û V;E Û :U Û V;,EÊTá Uá VE Ð : 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Definisi 3.8 

Misalkan : d-aljabar implikatif positif dan /::; koleksi 

semua multiplier pada : . Didefinisikan operasi biner Û 

pada /::; sebagai berikut: 

:B Û EC;:T; L B:T; Û C:T;á ET Ð :�@=J�BáCE Ð /::; 

 (M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Teorema 3.1 

Misalkan : d-aljabar. Jika fungsi 1ã: \ : didefinisikan 

1:T;E L rá EÊTE Ð : dan +:T; Lä T,EÊT Ð :, maka 1 dan 

+ merupakan anggota /::;�dan /::; tidak kosong. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Bukti: 

1:T Û U;E L r      

�������������������L r Û EU     

�������������������L 1:T;E Û EU     

 

+:T Û EU; L TE Û EU    

����������������L +:T;E Û U     

Jadi, 1 dan + merupakan anggota /::;ä 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa /::;�tidak kosong.  

Misalkan Tá UE Ð :á  berarti TE Û U L r  sehingga dapat 

dibentuk fungsi 1ã: \ : dengan 1:=; L ráÊ= Ð :ä 

Jadi 1  merupakan multiplier. Karena /::;  memiliki 

sekurang-kurangnya satu anggota, maka /::;  tidak 

kosong.      Ö 

Teorema 3.2 

Misalkan :� d-aljabar implikatif positif maka 

/::;�adalah d-aljabar implikatif positif. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:2) 

Bukti: 

Akan ditunjukkan C Û B Ð /::;á  untuk setiap ECá B Ð

/::;. 

Misal : d-aljabar implikatif positif dan Cá BE Ð /::;, 

:C Û B;:T Û U;E����� L kC:T Û U;o Û :B:TäÛ EU;;ä  

L kC:T; Û B:T;oäÛ EUä   

L k:C Û B;:T;oäÛ Uä  

Maka C Û B Ð /::; 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa /::;  merupakan 

d-aljabar, 

(i) Misalkan B Ð /::; 

:1 Û EB;T�� L 1:T; Û EB:T;    

            L Er  

            L 1:T;,EÊT Ð : 

Maka 1 Û EB L 1=untuk setiap BE Ð /::; 

 

(ii) Misalkan B Ð E/::;, 

:B Û B;:T; L B:T;E Û B:T;  

����              L rä    

             L 1:T;á EÊT Ð :  

Maka B Û EB L 1 untuk setiap B Ð E/::; 

(iii) Misalkan Cá B Ð /::; sedemikian hingga  

          B Û C L 1 dan C Û B L 1. 

 

Berdasarkan Def. 3.1 (iii) 
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    B:T;E L EC:T;á EÊT Ð : makaEB L C. 

Berdasarkan (i),(ii),(iii), /::; merupakan d-aljabar. 

Akan ditunjukkan /::; implikatif positif.  

Misalkan BáCá DäÐ /::;. 

k:B Û EC; Û DEo:T; L :B Û EC;:T;äÛ D:T;  

��������������������������L kB:T; Û D:T;o Û E:C:T;E Û ED:T;; 

���L k:B Û ED;:T;o Û ::C Û ED;:T;; 
�L ::BE Û D; Û :C Û D;;E:T;  

Karena itu k:B Û EC; Û Do L :B Û ED; Û :C Û ED;  sehingga 

/::; implikatif positif. 

Jadi /::; merupakan d-aljabar implikatif positif. �Ö 

Proposisi 3.3 

Misalkan :  d-aljabar dan B  multiplier pada : . Jika 

B�adalah fungsi injektif, maka B  adalah fungsi identitas 

pada :. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:3) 

Bukti: 

BkT Û EB:T;o ����L B:T;E Û B:T;  

          L Er     

          L EB:r;     

Karena B injektif, jadi�T Û B:T; L r 

Dan berdasarkan Definisi 3.6, T Q B:T; . Dengan 

Proposisi 3.1(ii), B:T; Q T atau berdasarkan Definisi 3.6 

dapat ditulis B:T; Û T L r. Jadi berdasakan Def. 3.1 (iii) 

dapat disimpulkan B:T; L T . Jadi, B  merupakan fungsi 

identitas.     Ö 

Definisi 3.9 

Misalkan B multiplier pada :  d-aljabar. -ANJAH�B  ditulis 

-AN:B;, didefinisikan sebagai 

-AN:B;äL <Tã T Ð :�@=J�B:T; L r= 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:3) 

Proposisi 3.4 

Misalkan :  d-aljabar dan B  multiplier pada. Jika 

-AN:B; L <r= maka B merupakan fungsi identitas. 

Bukti: 

Misal T Ð :á T M r. 

BkT Û EB:T;oE L EB:T; Û EB:T; L rä   

Karna TäÛ B:T;äL r� maka T Ûä B:T; Ð -AN:B;  dan 

berdasarkan Definisi 3.6, T Q B:T; . Dengan Proposisi 

3.1(ii), B:T; Q T  atau berdasarkan Definisi 3.6 dapat 

ditulis B:T; Û T L r. Jadi berdasakan Def. 3.1 (iii) dapat 

disimpulkan B:T; L T . Jadi, B  merupakan fungsi 

identitas.     Ö 

 

Proposisi 3.5 

Misalkan :  d-aljabar dan B  multiplier pada : . Dua 

pernyataan berikut berlaku: 

(i) -AN:B; adalah subaljabar pada : dan 

(ii) Jika B  merupakan fungsi injektif, maka -AN:B; L
<r= 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:3) 

Bukti: 

(i) Berdasarkan Definisi 3.9 dapat diketahui bahwa  

-AN:B; ? :ä 

Selanjutnya, misalkan �Tá U Ð E-AN:B;  maka 

B:T;E L r dan �B:U;E L r 

B:TE Û U; ���L B:T;E Û U  

��������L Er   

Diperoleh B:T Û U; L r , sehingga T Û U Ð -AN:B; . 

Akibatnya -AN:B; adalah subaljabar pada :ä Ö 

(ii) Misalkan B�fungsi injektif. Misalkan TE Ð -AN:B;ä 

B:T; �����L r     

���������L B:r;  

 T     L r    

B�injektif 

Jadi -AN:B;E L <r=     Ö 

Definisi 3.10 

d-aljabar�: dikatakan komutatif jika  

U Û :U Û T; L T Û :T Û EU;á EÊTá U� Ð : 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:3) 

Proposisi 3.6 

Misalkan :� d-aljabar komutatif memenuhi  T Û ärE L
Tá EÊT Ð : . Misalkan B multiplier pada : . Jika TE Ð

-AN:B; dan U Q Tá maka U Ð E-AN:B;ä 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:3) 

Bukti: 

Misalkan T Ð -AN:B;�dan U Q TEmaka B:T;E L r dan 

U Û T L rá  

�B:U; L B:U Û r;    

         L BkU Û :U Û T;o    

����������L B:T Û :T Û U;;   

         L räÛ r     

EB:U; L r      

Jadi, U Ð -AN:B;     Ö 

Teorema 3.3 

Misalkan :  d-aljabar memenuhi TäÛ r L Tá äÊT Ð :ä 

Misalkan B  multiplier pada :  yang merupakan 

endomorfisme pada : maka -AN:B; adalah d-ideal :ä 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:3) 

 

Bukti: 
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Berdasarkan Proposisi 3.1(i), B:r; L rá r Ð -AN:B; 

dipenuhi, sehingga -AN:B; tidak kosong.  

Untuk menunjukkan Definisi 3.4(i) dipenuhi, misalkan 

T Û UäÐ -AN:B;á ET Ð -AN:B; .  dan U Ð -AN:B;  maka 

setiap pernyataan berlaku; 

rE L B:TE Û U;     

���E L B:T;E Û B:U;    

���E L B:T;      

Jadi T Ð -AN:B; 

Untuk menunjukkan Definisi 3.4(ii) dipenuhi, misalkan 

T Ð -AN:B; dan U Ð : maka setiap pernyataan berlaku; 

B:TE Û U;E L EB:T;E Û U     

 E L Er Û EU     

E L Er      

Jadi  T Û EU Ð -AN:B;. 

Karena itu,  -AN:B; merupakan d-ideal pada :. Ö 

Definisi 3.11 

Misalkan : merupakan d-aljabar dan B multiplier pada :. 

Himpunan 

E(ET:B;E L <Tã T Ð :�@=J�B:T; L T= 

disebut himpunan titik tetap B. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:4) 

Proposisi 3.7 

Misalkan : merupakan d-aljabar dan B multiplier pada :á 

maka (ET:B; adalah subaljabar pada :. 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:4) 

Bukti: 

Berdasarkan Proposisi 3.1(i), r Ð (ET:B; M Îä Misalkan 

Tá U Ð (ET:B;.  

B:T Û U; L B:T; Û UE� karena B  multiplier maka dapat 

dibentuk menjadi T Û U . Sehingga T Ûá U Ð (ET:B;ä  Jadi 

(ET:B; merupakan subaljabar pada :ä   Ö 

Definisi 3.12 

Misalkan :�merupakan d-aljabar dan B�multiplier pada : 

maka B�dikatakan idempoten apabila B Ü B L B dengan Ü 

menyatakan komposisi fungsi. Lebih lanjut, �B Ü B 

dituliskan sebagai B6ä 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:4) 

Teorema 3.4 

Misalkan :  merupakan d-aljabar implikatif positif yang 

memenuhi T Û r L TáÊT Ð :ä Misalkan B5á B6  merupakan 

dua multiplier idempoten pada�: . Jika B5 Ü B6 L B6 Ü B5 , 

maka B5 Û B6  adalah multiplier idempoten pada :ä  Ü 

merupakan komposisi fungsi dan Û  merupakan operasi 

pada /::;�(Definisi 3.8). 

(M.A. Chaudhry & F. Ali, 2012:4) 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 3.2, B5 Û B6  merupakan multiplier 

pada : maka 

k:B5 Û EB6; Ü :B5 Û B6;o:T; L :B5 Û EB6;::B5 Û EB6;:T;;  

   ���L B5EkB5:T; Û EB6:T;o Û EB6:B5:T; Û EB6:T;; 

���L :B5kB5:T;o Û EB6:T;; Û :B6EkB5:T;o Û EB6:T;; 

��� �L kB5E:T; Û B6E:T;o Û r  

   ��L B5E:T; Û B6E:T;  

Jadi :B5 Û B6;E Ü E:B5 Û B6;E L B5 Û B6 . sehingga B5 Û B6Ü 

merupakan idempoten.    Ö 

SIMPULAN DAN SARAN  

A. Simpulan  

Berdasarkanapembahasan yang sudah dijabarkan 

pada skripsi yang berjudul Multiplier Pada d-

Aljabar, bahwa sifat-sifat multiplier pada d-aljabar 

dan struktur aljabar yang terkait adalah sebagai 

berikut: 

1. Misalkan :  d-aljabar implikatif positif. 

Misalkan /::; koleksi multiplier maka /::; 

adalah d-aljabar implikatif positif. 

2. Misalkan :  d-aljabar dan B  multiplier pada : , 

maka -AN:B; L <Tã T Ð :�@=J�B:T; L Er= 

merupakan subaljabar pada :ä 

3. Misalkan :  d-aljabar memenuhi T Û rE L
TáÊT Ð :ä�Misalkan B  multiplier pada :  yang 

merupakan endomorfisme pada :  maka 

-AN:B; merupakan d-ideal. 

4. Misalkan :  d-aljabar dan B  multiplier pada :á 

maka (ET:B; L <Tã TáÐ :�@=J�B:T;áL T= 

merupakan subaljabar pada :ä 

5. Misalkan :  merupakan d-aljabar implikatif 

positif yang memenuhi T Û r L TáÊT Ð :ä 

Misalkan B5á B6  merupakan dua multiplier 

idempoten pada�:. Jika B5 Ü B6 L B6 Ü B5, maka 

B5 Û B6  adalah multiplier idempoten pada :ä  Ü 

merupakan komposisi fungsi dan Û merupakan 

operasi pada /::;ä 

B. Saran  

Pada skripsi ini, penulis membahas tentang sifat 

sifat multiplier pada d-aljabar dan struktur aljabar 

yang terkait. Penulis menyarankan bagi pembaca 

untuk mengkaji sifat-sifat multiplier pada struktur 

aljabar yang lain. 
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