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Abstrak

Diberikan C adalah himpunan bilangan kompleks. Misalkan X himpunan tak kosong dan fungsi d.dikatakan metrik
bernilai kompleks jika untuk semua x,y, z € X memenuhi: (1) 0 S d.(x,¥), Q) d.(x,y) =0 x =y, (3) d.(x,y) =
d.(y,x), dan (4) d.(x,y) S d.(x,2) + d.(z y). Titik x € X disebut titik tetap dari fungsi f: X = X, jika f(x) = x.
Hasil penelitian ini menjelaskan lebih rinci mengenai kekonvergenan dan barisan Cauchy, serta kelengkapannya untuk
membuktikan teorema titik tetap pada ruang metrik bernilai kompleks lengkap dan diberikan contoh-contoh.

Kata Kunci: titik tetap, ruang metrik bernilai kompleks

Abstract

Given C set of complex number. Let X non empty set and d, is called complex valued metric, for all x,y,z € X are
satisfied: (1) 0 2 d.(x,y), @) d.(x,y) =0 x =y, 3)d.(x,y) =d.(y,x), dan (4) d.(x,y) S d.(x,2) + d.(z,¥).
Point x € X is called a fixed point of f: X — Xif f(x) = x. This result of this study gives more details about of
convergence and Cauchy sequence, also completely to proof fixed point theorems in complete complex valued metric

space also given examples.

Keywords: fixed point, complex valued metric space

PENDAHULUAN

Pada tahun 2011, Azam memperkenalkan ruang
metrik bernilai kompleks. Misalkan X himpunan tak
kosong dan fungsi d.:X X X — C dikatakan metrik
bernilai kompleks jika untuk semua x,y,z € X
memenuhi kondisi berikut: (1) 0= d.(x,y) , (@)
d(x,y) =0 x=y, 3)d.(x,y) =d.(y,x), dan (4)
de(x,y) S dc(x,2) + dc(z,y).

Pada tahun 2015, Naval Singh, dkk membuktikan
dan menganalisis eksistensi dan ketunggalan titik tetap
yang memnuhi kondisi kontraksi pada ruang metrik
bernilai kompleks lengkap.

Hasil dari penelitian Naval Singh, dkk akan
dibahas lebih rinci dalam jurnal terkait teorema titik tetap
pada ruang metrik bernilai kompleks lengkap. Selain itu,
akan dibahas kekonvergenan pada ruang metrik bernilai
kompleks, barisan Cauchy pada ruang metrik bernilai
kompleks, dan ruang metrik bernilai kompleks lengkap

yang akan digunakan untuk menganalisis ketunggalan
titik tetap pada ruang metrik bernilai kompleks.

KAJIAN TEORI
A. Urutan Parsial pada Bilangan Kompleks
Definisi 2.1: Diketahui C himpunan semua bilangan
dan z;,z, €C .
parsial S pada C yang memenuhi z; < z, jika dan
hanya jika Re(z;) < Re(z,) dan Im(z;) < Im(z,).
(Naval Singh, 2015)

kompleks Didefinisikan urutan

Urutan parsial pada
mempunyai sifat berikut:
DN 0=z <z, © |z4] < |25,

D2)zy R 7y, 2y <23 = 71 < Z3,
MD3)zeCab eR,a<b=az = bz,
(Sintunavarat, 2012)

bilangan kompleks

B. Ruang Metrik Bernilai Kompleks



Definisi 2.2: Diketahui X # @ dan fungsi d.: X X
X — C dikatakan metrik bernilai kompleks jika
untuk semua x, y, z € X memenuhi:
(CM1) 0 = d.(x,¥),
(CM2)d.(x,y) =0 x =1y,
(CM3) d(x,y) = dc(y, %),
(CM4) dc(x,y) 3 de(x,2) + de(2,9).
Selanjutnya, (X, d.) disebut ruang metrik bernilai
kompleks.

(Azam, 2011)

Contoh 2.1: Diketahui X < C. Jika didefinisikan
do:C X C>C danz; =xy + iy, z2, = x, +iy,,
dengan:d.(z,,z,) = |z, — z,|, maka(X,d,) adalah
ruang metrik bernilai kompleks.

(Naval Singh, 2015)

Lemma 2.1: Jika (X,d,) ruang metrik bernilai
kompleks, maka (X,ad.) merupakan ruang metrik
bernilai kompleks untuk setiap @ € R, a > 0.

Contoh 2.2: Diketahui X € C. Jikad.: X X X - C,

dengand,(z,, z,) = e'®|z, — z,|, dengan 6 € (0, g),

maka (X, d.) ruang metrik bernilai kompleks.
(Naval Singh, 2015)

Berdasarkan Definisi 2.2, maka ruang metrik
bernilai kompleks merupakan perumuman dari
ruang metrik (bernilai real).

C. Titik Tetap
Definisi 2.3: Diketahui X himpunan tak kosong dan
fungsi K,L: X — X,
1. Titik x € X menjadi titik tetap dari K jika
K(x) = x.
2. Titik x € Xdisebut titik tetap bersama dari K
dan L jika x = K(x) = L(x).
(Sintunavarat, 2012)

PEMBAHASAN

Definisi 3.1: Diketahui (X,d,) ruang metrik bernilai
kompleks dan (x,) barisan pada X , (x,) dikatakan
konvergen ke x € X jika untuk semua c € C 0 <
¢, ada ny € N sehingga untuk semuan €N, n>n,
berlaku d.(x,, x) < c. Ditulis x,, = x.

(Sintunavarat, 2012)

Lemma 3.1: Jika (X, d.) ruang metrik bernilai kompleks
dan (x,,) barisan pada X, maka (x,,) konvergen ke x jika
dan hanya jika |d.(x,, x)| konvergen ke 0.

(Azam, 2011)
Bukti: (=)
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Diberikan sebarang € € R, € > 0. Jika dipilih
£ €
c=—+i—
V2 V2
maka, c € C,0 < c.
Karena (x,) konvergen ke x, berdasarkan Definisi 3.1,
ada ny €N,

berlaku

sehingga untuk semua n € N,n >n,
d.(x,,x) <c.
Berdasarkan sifat (D1), |d.(x,, x)| < |c| =&, untuk
semua n > n,. Jadi, |d.(x,, x)| = 0.
(=)
Diberikan c € C,0 < c.
Jika € = |c|, maka € > 0.
Karena |d.(x,, x)| konvergen ke 0, ada ny € N, sehingga
untuk semua n € N, n > n, berlaku
|dc(xn, X)| < & =|cl
Berdasarkan sifat (D1), jika |d.(x,, x)| < [c|, maka
d.(x,,x) < c.
Jadi, (x,) konvergen ke x. ]

Definisi 3.2: Diketahui (X,d.) ruang metrik bernilai
kompleks dan(x,) barisan pada X. Barisan (x,) adalah
barisan Cauchy jika untuk semuac € C, 0 < ¢, adany €
N sehingga untuk semua n,m € N dengan n,m > n,
berlaku d.(x,, x,,) < c.

(Sintunavarat, 2102)

Lemma 3.2: Jika (X, d.) ruang metrik bernilai kompleks
dan (x,) barisan pada X, maka (x,) barisan Cauchy
Jika dan hanya jika |d (%, Xpim)| = 0.
(Azam, 2011)
Bukti: (=)
Diberikan € € R, € > 0, jika dipilih
€ €

c= 7 + l\/i
maka, c € C,0 < c.
Karena (x,) barisan Cauchy, berdasarkan Definisi 3.2,
dengan ¢ € C, ada ny € N, untuk semua n € N,n > n,
berlaku d.(x,, Xp1m) < C.
Sehingga, |d. (%, Xnem)| < || = €.
Akibatnya, |d, (X, Xp4m)| = 0.
(<)
Diberikan c € C,0 < c.
Jika € = |c|, maka € > 0.
Karena |d.(x,, Xp4m)] = 0, ada ny € N, untuk semua
n € N,n > n,, berlaku

|de (e, Xnam)| < € =c|

dc(xn' xn+m) <c

Jadi, (x,) barisan Cauchy. [



Lemma 3.3: Diketahui (x,) barisan pada X dan h €

[0,1). Jika a, = |d.(xy, Xpy1)| memenuhi a, < ha,_,

untuk setiap n € N, maka (x,) adalah barisan Cauchy.
(Naval Singh, 2015)

Bukti: Karena h € [0,1) , maka untuk setiap n € N

berlaku a,, < ha,_, < h*a,_, < - < h"a,.

Untuk m,n € N dengan m > n, diperoleh:

|dc(xn, )| < ay + Anypg + 0+ Ay

Sh'(1+h+h?+ -+ ™" g,

<
1-h
Karena h € [0,1) dan lim(h™) = 0, maka |d.(x,, X,,,)| =
0. Jadi, (x,,) adalah barisan Cauchy. [

Definisi 3.3: Diketahui (X, d.) ruang metrik bernilai
kompleks dan (x,) barisan pada X, (X,d.) dikatakan
lengkap pada X jika setiap barisan Cauchy konvergen
pada X. (Sintunavarat, 2012)

Teorema 3.1: Misalkan (X, d) ruang metrik dan (X, d.)
ruang mtrik bernilai kompleks yang didefinisikan dengan
dc(x,y) =d(x,y) +id(x,y)

Ruang metrik (X, d) lengkap jika dan hanya jika (X, d.)

lengkap.

(Dahliatul Hasanah, 2016)
Bukti: (=)
Ambil sebarang barisan Cauchy (x;,) pada (X, d,).
Dibuktikan (x,) konvergen pada (X, d,).
Diberikan sebarang ¢ € R,e >0 ,
kompleks: ¢ = € + ie.
Karena (x,) adalah barisan Cauchy pada (X,d.), maka
ada ny € N, sehingga untuk n € N,m € N dengan n >
ng, m > n,, berlaku

de(Xp, xm) < C

Berdasarkan definisi metrik bernilai kompleks, diperoleh
d(xy, x) < €. Sehingga, (x,) adalah barisan Cauchy
pada (X, d).
Karena (X, d)ruang metrik lengkap, maka barisan (x;,)

pilih  bilangan

adalah barisan konvergen pada (X, d).
Misal barisan (x,) konvergen ke x € X pada (X,d),
maka ditunjukkan bahwa (x,) konvergen ke titik yang
sama pada (X, d.).
Ambil sebarang ¢ € C,0 < c. Misal ¢ = ¢; + ic,, maka
c; ER,c; ERdanc; > 0,c¢, > 0.
Untuk ¢; > 0, karena (x,) konvergen pada (X, d), maka
untuk setiap n € N, adan, € N, n > n; berlaku

d(xn' x) < €1 (*)
Untuk ¢, > 0, karena (x,) adalah barisan konvergen
pada (X,d), maka untuk setiap n € N, adan, € N,n >
n, berlaku

d(x, %) < ¢, (%)
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Pilih ny = maks{ny,n,}.
Jikan € N, n >ny, maka berdasarkan (*) dan (**)
berlaku
d(xy,x) < ¢; dan d(xp,, x) < ¢,
Hal ini berarti, d.(x,, x) < c.
Dengan demikian, barisan (x;,) adalah barisan konvergen
pada (X,d.).
Jadi, ruang metrik bernilai kompleks (X, d.) lengkap.
(=)
Ambil barisan Cauchy (y,,) pada (X, d).
Akan ditunjukkan barisan (y,,) adalah barisan Cauchy
pada (X,d.).
Ambil sebarang ¢ € C, dengan 0 < c. Misal ¢ = ¢; + ic,,
denganc; € R,c, € Rdanc¢; > 0,c, > 0.
Untuk ¢; > 0, karena (y,,) adalah barisan Cauchy pada
(X,d), maka adan,; € N, sehingga untuk n € Nym € N
dengan n > ny, m > n4, berlaku:
d(yn' ym) < G
Untuk ¢, > 0, karena (y,,) adalah barisan Cauchy pada
(X,d), maka ada n, € N, sehingga untuk n € N,m € N
dengan n > n,, m > n,, berlaku :
(yn' ym) <c
Pilih ny, = maks {n,,n,}, sehingga untuk setiap n >
ny, m > n, berlaku:
d()’n' ym) <q dan d(yn' ym) <c
diperoleh, d. (v, V) < c.
Dengan demikian, barisan (y;,) adalah barisan konvergen
pada (X,d,.) Karena
kompleks (X,d.) lengkap, maka barisan (y,) adalah

ruang metrik  bernilai

barisan konvergen pada (X, d.).

Misalkan y € X adalah limit dari barisan (y,) pada

(X, dc).

Akan ditunjukkan y adalah limit dari (y,,) pada (X, d).

Ambil sebarang € € R, ¢ > 0, pilih bilangan kompleks:

c=¢€+ie.

Karena adalah (y,) barisan konvergen pada (X,d.),

maka ada n, € N, sehingga untuk n > n,, berlaku:
de(Yn,y) < e+ie

Hal ini mengakibatkan d(y,, y) < €.

Berarti, barisan (y,) adalah barisan konvergen pada

X,d).

Jadi, (X, d) lengkap. [

Teorema 3.2: Diketahui (X, d) ruang metrik dan (X, d.)
ruang metrik bernilai kompleks yang didefinisikan pada
Contoh 2.2. Ruang metrik (X, d) lengkap jika dan hanya
jika (X, d.) lengkap.

(Dahliatul Hasanah, 2016)
Bukti: (=)
Ambil sebarang barisan Cauchy (x,,) pada (X, d,).
Dibuktikan (x,,) konvergen pada (X, d,).



Diberikan sebarang € € R,e >0 ,
kompleks: ¢ = € + ie.
Karena (x,,) barisan Cauchy pada (X,d.), ada ny € N,
sehingga untuk n,m € N dengan n,m > n,, berlaku
de(Xp, Xxm) < C
Berdasarkan Definisi 2.2 diperoleh d (x,, x,,) < €.
Jadi, barisan (x;,) adalah barisan Cauchy pada (X, d).
Karena (X,d) lengkap, maka (x,) barisan konvergen
pada (X, d).
Misal (x,,) konvergen ke x € X pada (X, d).
Ditunjukkan (x,) konvergen ke titik yang sama pada
(X, dc).
Ambil sebarang ¢ € C,0 < c. Misal ¢ = ¢; + ic,, dengan
¢1,¢6; € Rdanc; > 0,c, > 0.
Untuk ¢; > 0, karena (x,) konvergen pada (X, d), maka
untuk setiap n € N, ada n; € N, n > n, berlaku
d(xp,x) < ¢ @)
Untuk ¢, > 0, karena (x,) konvergen pada (X, d), untuk
setiap n € N, adan, € N,n > n, berlaku
d(xn, x) < ¢ (%)

Pilih ny = maks{n,, n,}.
Jikan € N, n > n,, maka dari (*) dan (**) berlaku

d(xy, x) < ¢ dan d(x,,x) < c,
berarti, d.(x,,x) <c . Jadi,
konvergen pada (X, d,).
Akibatnya, (X, d.) lengkap.
(=)
Ambil barisan Cauchy (y,,) pada (X, d).
Ditunjukkan barisan(y,,) barisan Cauchy pada (X, d.).
Ambil sebarang ¢ € C, dengan 0 < c. Misal ¢ = ¢; + ic,,
dengan ¢;,c, € Rdanc; > 0,c, > 0.
Untuk ¢; > 0, karena (y,,) barisan Cauchy pada (X, d),
adan; € N, sehingga untuk n,m € N dengan n,m > n,,
berlaku

pilih  bilangan

Hal ini barisan (x,)

d()’n' ym) < 1
Untuk ¢, > 0, karena (y,) barisan Cauchy pada (X,d),

adan, € N, sehingga untuk n,m € N dengan n,m > n,,
berlaku
(an ym) < e
Pilih n, = maks {n,,n,}, sehingga untuk setiap n,m >
n, berlaku
d(yn' ym) <q dan d(yn: ym) <e
diperoleh, d.(y,, ym) < C.
Jadi, barisan (y,) konvergen pada (X, d.). Karena(X, d.)
lengkap, maka (y;,,) konvergen pada (X, d,).
Misalkan y € X adalah limit dari barisan (y,,) pada
(X,dc).
Akan ditunjukkan y adalah limit dari (y,,) pada (X, d).
Ambil sebarange € R, & > 0, pilih bilangan kompleks:
c=¢c+lie.
Karena (y,) konvergen pada (X,d.), ada ny, €N,
sehingga untuk n > n,, berlaku
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A y) <e+tie
Akibatnya, d(y,, y) < €.
Berarti, barisan(y,,) konvergen pada (X, d).
Jadi, (X, d) lengkap. [

Preposisi 3.1: Diketahui (X,d.) ruang metrik bernilai
kompleks dan K,L: X — X. Jika x, € Xdan didefinisikan
barisan(x,) dengan x, adalah bayangan barisan x,:
Xon+1 = K(X2n)
Xon+2 = L(Xan41)
Diasumsikan ada fungsi yang memenuhi:
A(L(K(x)),y, a) < A(x,y,a) dan
A(x, K(L(¥)),a) < A(x,y,a)
maka, untuk setiap x,y € X dan a € X adalah titik
tertentu, berlaku:
A(xon, ¥, @) < A(xy, ¥, @), dan
A(X, Xgn 41, @) < A(X, X1, @)
(Naval Singh, 2015)

(3.1)

Teorema 3.3: Jika (X,d.) ruang metrik bernilai
kompleks lengkap dan K,L: X = Xuntuk semua x,y € X

memenuhi:
dc(x,K(x))dc(y,L(y))
A (K@), L) 3 Ade(x,y) + p 2LEEDCOL0D
dc(y,K(x))dc(x, L))
R X 7 dengan A, u,

positif dan A+ u+y <1, maka K dan L mempunyai

y adalah bilangan real

titik tetap bersama yang tunggal.
(Rouzkard & Imdad, 2012)
Bukti: Misalkan x, tittk sebarang pada X dan
didefinisikan barisan (x,) sesuai dengan Persamaan 3.1,
diperoleh:
de(Xan+1, X2n42) = de(K (x20), L(X2n41))
32 dc(x2nﬁx2n+1) +
dc(x2nK (x2n))dc(2n+1.L(X2n+1))
1+dc(xanX2n+1)
dc(x2n,L(X2n+1))dc(X2n+1.K (X2n))
1+dc(x2nX2n+1)

5 /1 dc(x2n: x2n+1) +
P de(Xont1) X2n+2)
A
3 (E) dc(xZn' x2n+1)
2
|de(X2n+1, Xana2)| < (E) ldc (2, X2n41)1

Secara sama diperoleh:

p)
|de (X2n42) Xona3)| 3 (E) ldc (241, Xon42)|

+

Misalkan a = ﬁ untuk sebarang bilangan bulat m dan n
dengan m > n, diperoleh:
dc(xnxxm) s andc(xo'xl) + an+1dc(x0'x1) + ot
am_ldc(xOJ xl)
an
| G, 2] < (2] 1de (o, 2]
Akibatnya, d.(x,, x,) = 0.
Berdasarkan Lemma 3.2, (x,,) barisan Cauchy.



Karena X lengkap, maka ada titik u € X yang berlaku
Xp = U.
Untuk menunjukkan K(u) =u , dibuktikan dengan
pengandaian u # Ku , du,Kw)=z>0 ,
diperoleh:
z =d.(u,K(u))

S dc(u, L(xzn41)) + de(L(Xz2n41), K(W)

S dc(U, Xop42) + A de(Xoneq, ) + #M +

misal

1+d(wx2n+1)
dc(x2n+1.KW)dc(WL(X2n+1))
14 1+dc(uXx2n+1)
dengan n —»> o , diperoleh d.(u,K(u))=0 |,

kontradiksi.Jadi, u = K (u).
Dengan cara sama, untuk menunjukkan L(u) =u ,
dibuktikan dengan pengandaian u # Lu.
Akibatnya, u adalah titik tetap bersama dari Kdan L.
Selanjutnya, menunjukkan u titik tetap bersama yang
tunggal dari Kdan L.
Misalu™ € Xadalah titik tetap bersama lainnya.
de(u,u”) = dc(K(u), L")

SAd.(u,u)+u

de(u" K (W)dc(wL"))
1+do(w,u™*)

S(A+y)d.(w,uw)

Karena A + y < 1, dan berdasarkan sifat (D3), maka u =

*

u.

dc(uwK(w)dc(u",L(u"))
1+d(w,u*)

+

Jadi, utitik tetap bersama yang tunggal dari Kdan L. m

Contoh 3.1: Diketahui d, =X XX —->C, X =[0,1]

dengan d, = |x — y|e'®, dan 8 = tan™! |%|
Fungsi K, L: X — X didefinisikan:
1 1
K(x) = oX dan L(x) = o
Karena
|d.(K (), L) < Aldc(x,¥)| +
ldc(x,KC)Ildc v, LI
1+]|dc(xy)l

ldc@. K@) ldc(x, L))
1+|dc(x)|

=224l
1+]de(x¥)|

+

=Ay—x|+u

x|, Y
[yl
1+dcGey)l’
- i 1
maka untuk sebarang nilai y dan y serta nilai A = .

diperoleh:

Xy | poa
x5l ., b=sll=—l
5 1+ldcCey)l 1+|dc(xp)l
Karena semua kondisi pada Teorema 3.3 terpenuhi, maka

0 menjadi titik tetap bersama dari K dan L.

{_1|S|y-xl
5 10

Akibat 3.1: Jika untuk semua x,y € X, (X,d.) ruang

metrik  bernilai  kompleks lengkap dan L:X — X

memenuhi:
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dc(xL Ydc(y,L )
A (LG, L)) 3 A de(x,y) + p LeElDLLOD

W, dengan A, 1,y adalah bilangan real
positif dan A + u +y < 1, maka L mempunyai titik tetap
yang tunggal.

(Rouzkard & Imdad, 2012)
Bukti: Dari Teorema 3.3, jika K = L, maka Akibat 3.1

terbukti.

Teorema 3.4: Diketahui (X,d.) ruang metrik bernilai
lengkap dan K,L:X - X . Jika untuk
ada fungsi A,u,y,8:X X X X X -

kompleks
setiap x,y € X ,
[0,1)dengan sifat:
a) ML(K(x)),y,a) < A(x,y,a) dan
Alx,y,a),
y(LK(X),y,a) <y(x,y,a) dan
y(x,y,a),
S(L(K(x)),y,a) < 6(x,y,a) dan
6(x,y,a)
u(L(K (), y,a) < p(x,y,a)  dan
u(x,y,a),
b)d.(K(x),L(y)) 3 A(x,y,a)d.(x,y) +

u(x,y,a){ et }+

dc(y.Kx)dc(x,L(y))
y(x,y,a) {—1+ . } b

de(xK(0))dc(x,.L()+de(y, L)) de(y.K (X))
(x, Y, a) { 1+d(x,L(y))+dc(y.K (x))

Alx,y,a) + 6(x,y,a) + u(x,y,a) +y(x,y,a) < 1
(3.2)
maka, K dan L mempunyai titik tetap bersama yang
tunggal.

A(x,K(L(y)),a) <
Y, KLY a) <
80, K(L() a) <

u(x, K(L(y)),a) <

} dengan

(Naval Singh, 2015)
Bukti: Diketahui x,y € X , dari Persamaan 3.2,
diperoleh:
|de (K (), LK (x)))] < A(x, K (x), @)l (x, K ()| +
n K (), a)|de (K (o), LK G0))] +
5(x, K(x), a)ld.(x, K(x))| (3.3)
Dengan cara yang sama, diperoleh:
|do(K (L)), L)) < ALG), v, )d (L), Y| +
u(L»),y, A|d (L), KLO))| +
Sy, ald.(y,Ly)| 3.4)
Misalkan x, € X dan barisan (x,) didefinisikan pada
Preposisi 3.1. Akan ditunjukkan (x,,) barisan Cauchy.
Berdasarkan Preposisi 3.1, Persamaan 3.3, Persamaan
3.4, diperoleh:
|de (2kr1 X20) | = [de (K (L(x2x-1)), L(x21-1))I
< AL (x21-1) X2p—1, D dc (L (X2p—1), X2p—) | +
UL (x2k-1), %21, D dc (L xax—1), K(L(x25-1))] +
S(L(x21-1), X2p—1, A dc (L(X25-1), X2—1)|
< Axg, X1, @) de (Xap—1, X20) | +
u(xo, x1, a)lde (K41, X20) | +
8 (xg, 21, @) |de (X2 —1, X200 |



{A(x0,%1,0)+8(x0,x1,0)}
d.(x X <

e G, )| < RS
Dengan cara yang sama:

Alxg,x1,a)+8(x0,x1,2)
d(x X <
A Gz, Xapar)| < TR

Ax0,%1,a)+8(x0,x1,2)

1-p(x9,x1,a)

|de(x2k—1, X200) |

|d (x2p0, X2k41)]

Misalkan P =

< 1, maka untuk setiap

n € N, berlaku:

ldeCengr, x0)| < P ldc(xn-1, %)
Jikan — oo, maka d (X542, Xor41) = 0.
Dari Lemma 3.1, (x,,) adalah barisan Cauchy di (X, d.).
Karena X lengkap, maka untuk setiapu € X berlaku x,, —
u. Akan ditunjukkan u titik tetap dari K.
Berdasarkan Persamaan 3.2 dan Preposisi 3.1, diperoleh:
dc (ur K(u)) 3 dc (u' L(x2n+1)) + dc (L (x2n+1)v K(u))
3 dc(, Xon42) + AW, x1, @)de (W, X2n41)

+ (ux a) dc(u'K(u))dc(xZnJrlﬁerHZ)
i v 1+dc(ulx2n+l)

dc(x2n+1' K(u)) dc(uJ x2n+2)}
1+ dc(u' x2n+2)

+v(u, xl,a){

dc(u' K(u))dc(u' erH—Z) + dc(xZnJrl' x2n+2)dc (x2n+1' K(u))

* o) { T+ ot ¥omra) + e Coonea KGO
Untuk n — oo, berakibat d.(u, K(u)) = 0 = K(u) = u.
Dengan cara yang sama untuk menunjukkan u titik tetap
dari L.

Akibatnya, u titik tetap bersama dari K dan L.
Selanjutnya, menunjukkan u titik tetap bersama yang
tunggal dari Kdan L.

Misal u* € X dengan u* = K(u*) = L(u*), diperoleh:
de(u,u’) = do(K(u), L(u"))

dcuK@)dc(u" L))

SAx,y,a) d.(u,u*) + u(x,y,a) iy +
dc(u" K @))dc(wL(u"))
(1,7, 0) SR
5()6, y, a) dc(u,K(u))dc(u L)) +d(u*L(u*))d.(u*,K(w))

1+dc(u,L(u*)+ d.(u* K (u))
de(u,u”) 3 (A(x,y,a) +y(x,y,a)d.(u",u)

Karena A(x,y,a) + y(x,y,a) < 1, akibatnya, u = u* .
Jadi, u titik tetap bersama yang tunggal dari Kdan L. m

Contoh 3.2: Diketahui X = [0,1] dan (X,d.) ruang

metrik bernilai kompleks, dengan d.(x,y) = |x — ylegi.

Fungsi K,L: X - X dengan K(x) =§ dan L(y) =% L
Didefinisikan fungsi 1:X X X X X - [0,1) dan a = % €
X, dengan:
x Yy

Alx,y,a) = (Z+§+ a)
Berdasarkan:
AL(K(X)),y,a) = 634 + % +a

<Z+Z+a

45
= A(x,y,a)

Sehingga, Persamaan 3.2 terpenuhi.
Karena (K (x), L(¥)) = d (,%)

4’4

1 &
= lx—yles
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x  y 1 7
SG+E+) e —yles
= A(x,y,a)d(x,)
Maka, 0 adalah titik tetap bersama yang tunggal dari K
dan L.

PENUTUP

A. Simpulan

1. Hubungan kekonvergenan pada ruang metrik
bernilai kompleks dengan kekonvergenan pada
ruang metrik, yaitu setiap barisan konvergen
pada ruang metrik merupakan barisan konvegen
pada ruang metrik bernilai kompleks.

2. Teorema-teorema titik tetap pada jurnal ini
adalah teorema eksistensi dan ketunggalan titik
tetap yang dibuktikan dengan:

e Mongkonstruksi suatu barisan.

e Menunjukkan bahwa barisan tersebut
adalah barisan Cauchy.
e Karena barisan terdefinisi pada ruang

metric bernilai kompleks lengkap, maka
barisan tersebut konvergen.

e  Menunjukkan adanya titik tetap pada suatu
fungsi.

e Membuktikan ketunggalannya, sehingga
terbukti bahwa titik tetapnya tunggal.

B. Saran

Pada jurnal ini hanya membahas sifat
kekonvergenan, barisan Cauchy, dan ruang metrik
lengkap pada ruang metrik bernilai kompleks serta
eksistensi dan ketunggalan titik tetap pada ruang
metrik bernilai kompleks lengkap. Sehingga, dapat
dilakukan penelitian mengenai sifat-sifat lain yang
berllaku pada ruang metrik bernilai kompleks.
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