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Abstrak 

Fungsi Zeta (Þ; merupakan fungsi penting dalam matematika dan mulai ramai diperbincangkan dalam forum 

matematika bidang analisis kompleks, bidang analisis teori bilangan dan bidang matematika terapan yang terkait dengan 

kalkulus fraksional. Salah satu pembahasan adalah keterkaitan derivatif fraksional dari fungsi Þ FRiemann dan 

Þ FHurwitz.  

Dalam jurnal ini ditunjukkan derivatif fraksional fungsi Þ FRiemann dan Þ FHurwitz dengan menggunakan 

derivatif fraksional Caputo-Ortiguera dan menggunakan generalisasi dari derivatif fraksional Caputo-Ortiguera dari 

Dirichlet series. Perilaku derivatif fraksional Caputo-Ortiguera fungsi Þ FHurwitz diilustrasikan pada bidang Gaussian 

untuk menunjukkan bahwa terdapat sifat unik yang dapat memberikan perspektif baru pada permasalahan sistem 

dinamik. Salah satu perilaku yang dibahas adalah ketidakteraturan derivatif fraksional Caputo-Ortiguera fungsi 

Þ FHurwitz di persekitaran nol. 

 

Keywords: fungsi Þ FRiemann, fungsi Þ FHurwitz, derivatif fraksional. 

 

PENDAHULUAN 

3DGD� ����� /HRQKDUG� (XOHU� ������ -� ������

PHQHPXNDQ� VXDWX� IXQJVL� ]HWD� :Þ; �\DQJ� PHQDNMXENDQ��
(XOHU�PHQHQWXNDQ�VHPXD�QLODL��Þ�����Þ������Þ����«���(XOHU�

MXJD� PHQHPXNDQ� KXEXQJDQ� \DQJ� LQGDK� DQWDUD� ELODQJDQ�

SULPD� GDQ�Þ ��T �� WHWDSL� SHQHPXDQ� WHUVHEXW� WLGDN� WHUODOX�

GLEHVDU-EHVDUNDQ�GDQ�GLDQJJDS�SHQHPXDQ�ELDVD��%HUEHGD�

GHQJDQ� %HUQKDUG� 5LHPDQ� �����-������ \DQJ� MXVWUX�

PHOLKDW� VHVXDWX� EDKZD� WHUGDSDW� KDO� SHQWLQJ� GDUL�

SHQHPXDQ� /HRQKDUG� (XOHU�� GDQ� PHPSHUNHQDONDQ� Þ �O ��

VHEDJDL� IXQJVL� YDULDEHO� NRPSOHNV� V�L ê E EP��� GHQJDQ�ê�
GDQ�P�PHUXSDNDQ�ELODQJDQ�UHDO�GDQ�E L ¾Fs��3DGD� WDKXQ�
����� 5LHPDQQ� PHPEHUL� IRUPXOD� XQLN� \DQJ�

WHUGLIHUHQVLDONDQ� NH� VHOXUXK� ELGDQJ� NRPSOHNV�'�NHFXDOL�

O L s �� 7HWDSL�� VHWHODK� GLNHPEDQJNDQ� IRUPXOD� WHUVHEXW�
WLGDN� GDSDW� GL� DSOLNDVLNDQ� ODJL� MLND� EDJLDQ� UHDO� GDUL�O ��

4A:O; L ê Q s� 

IXQJVL�Þ F5LHPDQQ� PXODL� UDPDL� GLSHUELQFDQJNDQ�
GDODP� IRUXP� PDWHPDWLND� ELGDQJ� DQDOLVLV� NRPSOHNV��

ELGDQJ� DQDOLVLV� WHRUL� ELODQJDQ� GDQ� ELGDQJ� PDWHPDWLND�

WHUDSDQ� GHQJDQ�PHQJNDLWNDQ� DQWDUD� IXQJVL�Þ F�5LHPDQQ�
GHQJDQ� NDONXOXV� IUDNVLRQDO�� .DONXOXV� IUDNVLRQDO�

PHUXSDNDQ� VDODK� VDWX� DODW� \DQJ� SDOLQJ� DPSXK� GDODP�

PHQHOLWL� VHFDUD� WHRUL� PDXSXQ� DSOLNDVL� \DQJ� WHUVHEDU�

KDPSLU� NH� VHPXD� LOPX� VDLQV� GDQ� WHNQRORJL�� 0LVDOQ\D��

SHUPDVDODKDQ� PHQGDVDU� GDUL� IUDNWXU� PHNDQLN��

HOHNWURPDJQHWLV�� VLQ\DO� XFDSDQ�� JHORPEDQJ� VXDUD��

SURSDJDVL� SDGD� EDKDQ� EHUSRUL� NDNX�� PHNDQLND� IOXLGD��

YLVNRHODVWLVLWDV��GDQ�GHWHNVL� WHSL��PXGDK�GLSHFDKNDQ�GDQ�

GDSDW� GLMHODVNDQ� GHQJDQ� PHQJJXQDNDQ� NDONXOXV�

IUDNVLRQDO� 

3HQGHNDWDQ� NDONXOXV� IUDNVLRQDO� WHODK� PHPEXND�

SHUVSHNWLI� EDUX�GDODP�ELGDQJ� VDLQV�GHQJDQ�EDQ\DN�KDVLO�

\DQJ�PHQDULN��%KUDZ\�GDQ�$EGHONDZ\���������6DODK�VDWX�

WRSLN� \DQJ� VDQJDW�PHQDULN� DGDODK� LQWHUSUHWDVL� JHRPHWULV�

GDUL� RSHUDVL� IUDNVLRQDO�� 6HSHUWL� KDOQ\D� WXUXQDQ� GHUHW�

ELODQJDQ� EXODW� \DQJ� PHPEHULNDQ� SHQGHNDWDQ� IXQJVL��

OLQHDU� PXOXV� �WHUGLIHUHQVLDO�� �:DQJ�� ������� +DO� WHUVHEXW�

GDSDW�PHPEXND�SHUVSHNWLI�EDUX�GDODP�SHQHOLWLDQ��GHQJDQ�

SHQ\HOLGLNDQ� GHULYDWLI� IUDNVLRQDO� SDGD� IXQJVL� \DQJ� WLGDN�

WHUGLIHUHQVLDVL�� VHSHUWL� &DQWRU� VHW� DWDX� GHQJDQ�

PHQ\HOLGLNL� NHWLGDNGLIHUHQVLDONDQ� EHEHUDSD� IXQJVL�

NKXVXV� 

+DPSLU� VHPXD� IXQJVL� NKXVXV� DGDODK� IXQJVL� GDUL�

YDULDEHO� NRPSOHNV�� 8QWXN� DODVDQ� LQL�� 2UWLJXHUD�

PHQGHILQLVLNDQ� GHULYDWLI� IUDNVLRQDO� IXQJVL� NRPSOHNV�

�2UWLJXHLUD�� ������ PHUXSDNDQ� FDUD� \DQJ� SDOLQJ� EDQ\DN�

GLJXQDNDQ� XQWXN� PHPSHODMDUL� IXQJVL� NRPSOHNV��

0HQJJXQDNDQ�GHULYDWLI�IUDNVLRQDO�&DSXWR-2UWLJXHUD�DNDQ�
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PHPEHULNDQ� EHQWXN� HNVSOLVLW� WXUXQDQ� IUDNVLRQDO� GDUL�

IXQJVL�Þ F5LHPDQQ� \DQJ�PHUXSDNDQ� EHQWXN� VSHVLDO� GDUL�
'LULFKOHW�6HULHV�GDQ�IXQJVL�Þ F�+XUZLW]�EHVHUWD�EHEHUDSD�
VLIDWQ\D�� 

3HQHOLWLDQ� NDOL� LQL� GLNHPEDQJNDQ� GDQ� MXJD�

GLWHQWXNDQ� GHULYDWLI� IUDNVLRQDO� &DSXWR-2UWLJXHUD� GDUL�

IXQJVL� Þ F +XUZLW]� XQWXN� PHQGDSDWNDQ� GHULYDWLI�

IUDNVLRQDO�IXQJVL�Þ F5LHPDQQ�VHEDJDL�NDVXV�NKXVXV��$GD�
EHEHUDSD� DSOLNDVL� DQDOLVLV� IXQJVL� Þ F 5LHPDQQ� GDODP�
ILVLND�� VHSHUWL� SDGD� KDPEXUDQ� � PHWRGH� LQYHUV� GLPDQD�

SRWHQVL� NXDQWXP� QRO� SDGD� Þ F 5LHPDQQ�� DWDX� GDODP�
SHULODNX� WLQJNDW� � NHWLGDNEHUDWXUDQ� �FKDRWLN�� HQHUJL�

NXDQWXP� GL� SHUVHNLWDUDQ� QRO� �3R]GQ\DNRY�� �������

6HKLQJJD� DNDQ� GLWXQMXNNDQ� MXJD� EDKZD� GHULYDWLI�

IUDNVLRQDO� GDUL� IXQJVL�Þ F5LHPDQQ�PHOXUXK� VHFDUD� WLGDN�
WHUDWXU� NH� QRO� PHODOXL� VLPXODVL� PHQJJXQDNDQ� 0DWODE��

.KXVXVQ\D�� DSOLNDVL� SDGD� VLVWHP� GLQDPLV� DNDQ�

GLWXQMXNNDQ� EDKZD� IXQJVL�Þ F+XUZLW]� VDQJDW� DWUDNWLI� GL�
SHUVHNLWDUDQ� QRO�� -DGL�� IRNXV� SHQHOLWLDQ� LQL� DGDODK� XQWXN�

PHQHQWXNDQ� GHULYDWLI� IUDNVLRQDO� &DSXWR-2UWLJXHUD� GDUL��

IXQJVL�Þ F+XUZLW]�GDQ�PHQXQMXNNDQ�VLIDW�XWDPDQ\D� 
KAJIAN TEORI 

Dirichlet Series 

Definisi 2.1 Diberikan fungsi aritmetika B:J;, 
didefinisikan deret ( (Apostol, 2010) 

(:O; L Í B:J;
Jæ

â �O L ê E EPá�����êá P Ð 9
¶

á@5

 

disebut dengan Dirichlet series yang bergantung 

pada B.  

Dirichlet series merupakan sebuah deret tak 

hingga (mengabaikan tentang konvergensi) atau 

sebuah fungsi variabel kompleks O. 

Fungsi ÀFRiemann  

'HILQLVL�����'LGHILQLVLNDQ�IXQJVL�YDULDEHO�NRPSOHNV�Þ:O;�
VHEDJDL�EHULNXW��&KDQGUDVHNKDUDQ������� 

Þ:O; L Í s

Jæ
�� â ��4A:O; P s��

¶

á@5

 

Bentuk lain dari Þ:O;� yang merupakan perkalian tak 

terhingga biasa disebut Euler product (Chandrasekharan, 

1953) 

Þ:O; LÑlsF s

Læ
p?æ â4A:O; P s

ã

���á���L Ð ê 

Dimana ê  merupakan himpunan bilangan prima 

(tak terhingga jumlahnya). Euler product diatas 

merupakan penghubung antara sifat Þ:O;  dengan sifat 

bilangan prima. Tentu saja perkalian tak terbatas akan 

konvergen untuk 4A:O; P sä 

 

 

 

Fungsi ÀFHurwitz 

Definisi 2.3 Diberikan suatu =  dengan r O = Q sá = Ð
9�á fungsi Zeta Hurwitz dirumuskan sebagai berikut  

(Apostol, 2010) 

Þ:Oá =; L Í s

:J E =;æ
¶

á@4

 

Deret di atas jelas akan konvergen untuk 4A:O; P s. 

Integral Fraksional order » 

Definisi 2.4  Diberikan fungsi B  kuntinu pada >=á >? 
dengan = Q T Q > , ditentukan rumus interasi ulang 

Cauchy (Lazarevic, 2014): 

,áB:T; L s
:J F s;è±:T F P;:á?5;B:P;@P

ë

�

 

.Formula diatas merupakan rumus untuk men-

generalisasi integral ulang dari urutan bilangan real Ù . 

Dengan menggunakan fungsi Gamma, yang akan menjadi 

�:J E s; L JèáJ Ð :> , dengan beberapa nilai real Ù Ð

9
> diperoleh 

Definisi 2.5 Diberikan Ù Ð 9>, P Ð 9á integral fraksional  

order Ù dari fungsi kontinu B adalah operator 

,�B:P; L s

�:Ù;±:P F T;�?5B:T;@Tä
ç

4

 

Sedangkan derivatif fraksional kesalahan Caputo 

(Caputo,1967) didefinisikan sebagai berikut. 

Teorema.2.1 Diberikan ÙáÚ Ð 9  dan semua fungsi B 

berlaku integral fraksionalnya sebagai berikut: 

1. ,Ô,Õ L ,Ô>Õ 

2. ,Ô,Õ L ,Õ,Ô 

Bukti: 

Teorema :s;  
,Ô,ÕB:P; L s

�:=;±:P F T;Ô?5@T s

�:>;±:T F V;Õ?5B:V;@V
ë

Ô

ç

Ô

 

L s

�:=;�:>;±:P F T;Ô?5@T±:T F V;Õ?5B:V;@V
ë

Ô

ç

Ô

 

L s

�:=;�:>;± B:V;±:P F T;Ô?5:T F V;Õ?5@T
ç

ë

ç

Ô

@V 

Bentuk integral paling kanan telah dibuktikan hasilnya 

oleh Kamata dan Nakamula, (2002) 

±:P F T;Ô?5:T F V;Õ?5@T
ç

ë

L :P F V;Ô>ÕÚ:=á >;
:P F V;  
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Sehingga apabila disubstitusikan pada persamaan 

sebelumnya diperoleh, 

,Ô,ÕB:P; L s

�:=;�:>;± B:V;@V� H:P F V;
Ô>ÕÚ:=á >;

:P F V; I
ç

Ô

 

L Ú:=á >;
�:=;�:>;± B:V;:P F V;Ô>Õ?5@V�

ç

Ô

 

Padahal telah diketahui bahwa (Bell, 2007) 

Ú:Ùá >; L �:=;�:>;
�:= E >;  

Sehingga,  

Ú:=á >;
�:=;�:>; L s

�:= E >; 
Jadi, 

,Ô,ÕB:P; L s

�:= E >;± B:V;:P F V;Ô>Õ?5@V�
ç

�

 

L ,Ô>ÕB:P;��Ö 

Teorema :t; 
Dari pembuktian teorema utama (1) telah terbukti bahwa, 

,Ô,ÕB:P; L ,Ô>ÕB:P;  
Karena =á > Ð 9  maka = E > L > E =  (komutatif) , 

sehingga  

�,Ô,ÕB:P; �L ,Õ>ÔB:P;  
Berdasarkan pembuktian pada Teorema utama (1) dengan 

cara mundur diperoleh, 

,Ô,ÕB:P; L s

�:>;�:=;± B:V; �±:P F T;Õ?5:T F V;Ô?5@T
ç

ë

ç

Õ

@V 

L s

�:>;�:=;±:T F V;Ô?5@T�±:P F T;Õ?5B:V;@V
ë

Õ

ç

Õ

 

��L ,Õ,ÔB:P;��Ö  

 

Derivatif Fraksional Caputo-Ortiguera Fungsi À -

Riemann dan Fungsi À-Hurwitz 

Definisi.2.6 didefiniskan derivatif fraksional sebagai 

berikut: 

&�B:O; L AÝ:�?�;:�?à;
�:I F Ù; ± B:à;:TAÝ� E O;

T�?à>5
@T

¶

4

¼  

Dimana I F s O Ù O I Ð :
>  (Kilbas dkk, 2006) 

operator ini biasa disebut derivatif fraksional Caputo - 

Ortiguera  dari fungsi variabel kompleks B:O;.  
Teorema 2.2 Derivatif fraksional Caputo-Ortiguera dari 

Dirichlet series sebgai berikut 

&�(:O; L :Fs;àÖ AÜ�:�?à;Í B:J; :���J;�
Jæ

¶

á@5

 

dengan Ð 'áà Ð >rátè? , I F s O Ù O Iá Ù ÐáI Ð :
> 

Bukti: 

Dibuktikan derivatif fraksional Caputo-Ortiguera dari 

Dirichlet series (2.1) menggunakan derivatif fraksional 

Caputo-Ortiguera (2.6). 

&�(:O; L AÜ:�?�;:�?à;
�:I F Ù; ± @à

@Oà
Í @B:J;J?ëØÔ�?æTà?�?5A
¶

á@5

@T

¶

4

Ö  

L AÜ:�?�;:�?à;
�:I F Ù; @à

@Oà
Í B:J;

Jæ

¶

á@5

± @J?ëØÔ�Tà?�?5A@T
¶

4

 

dihitung terlebih dahulu integral pada ruas kanan, 

dengan memisalkan TAÜ� L V diatas dan dilanjutkan 
dengan memisalkan V ���J L U áJ Ð 3  sehingga 
diperoleh 

±@J?ëØÔ�Tà?�?5A@T
¶

4

L A?Ü�:à?�;± A?ì

¶

4

U:à?�?5; :���J;5>�?à @U

���J
áJ M s 

Karena fungsi Gamma didefinisikan  

�:I; L ± A?ì

¶

4

U:à?5;@Uá U P rá U Ð 9 

maka, 

± A?ì

¶

4

U:à?�?5;@U L �:I F Ù; 
Sehingga,  

± @J?ëØÔ�Tà?�?5A@T
¶

4

L A?Ü�:à?�; :���J;�?à�:I F Ù; 
dimana FÙ P r  dan diperoleh 

&�(:O; L AÜ:�?�;:�?à;
�:IF Ù; @à

@Oà
Ö Í B:J;

Jæ

¶

á@5

A?Ü�:à?�;:���J;�?à �:IF Ù; 

L AÜ�:�?à;Í B:J;:���J;�?à @à

@Oà

¶

á@5

:J?æ;�������������������� 
Berdasarkan Guariglia (2015) 

@à

@Oà
:J?æ; L :Fs;àJ�?æ :���J;à 

Jadi, 

&�Ö (:O; L :Fs;àAÜ�:�?à;Í B:J;
Jæ

:���J;�?à :���J;à
¶

á@5

 

L :Fs;àAÜ�:�?à;Í B:J; :���J;�
Jæ

Ö��

¶

á@5

 

Teorema 2.3 

Derivatif fraksional Caputo-Ortiguera fungsi Þ - 

Hurwitz adalah sebagai berikut 
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&�Þ:Oá =; L :Fs;àÖ AÜ�:�?à;Í :���:J E =;;�
:J E =;æ

¶

á@5

 

Dengan I F s O Ù O Iá Ù ÐáI Ð :
> 

 

 

Bukti: 

Derivatif fraksional Caputo-Ortiguera fungsi Þ - 

Hurwitz (2.3) ditentukan dengan menggunakan rumus 

Derivatif fraksional Caputo-Ortiguera yang didefinisikan 

oleh Kilbas, dkk (2006) (2.6). 

&�Þ:Oá =; L AÜ:�?�;:�?à;
�:I F Ù;Ö ± @à

@Oà
Í@:JE =;?ëØÔ�?æTà?�?5A
á@5

@T

¶

4

 

�L AÜ:�?�;:�?à;
�:I F Ù; @à

@Oà
Í:JE =;?æ
á@5

±:J E =;?ëØÔ�Tà?�?5@T
¶

4

 

dihitung terlebih dahulu integral pada ruas kanan, 

diperoleh bahwa 

±:J E =;?ëØÔ�Tà?�?5@T
¶

4

L A?Ü�:à?�;:���:J E =;;:à?�; �:I F Ù; 
Dari definisi derivatif fraksional Caputo-Ortiguera 

bahwa FÙ P r , persamaan di atas dapat disubstusikan 

pada persamaan sebalumnya sehingga diperoleh sebagai 

berikut, 

&�Þ:Oá =; L AÜ:�?�;:�?à;
�:I F Ù; @à

@Oà
Í:J E =;?æ
á@5

Ö A?�:à?�;ä 

ä :���:J E =;;:à?�; �:I F Ù; 
L AÜ�:�?à;Í:���:J E =;;:�?à;

á@5

@à

@Oà
::JE =;?æ;������ 

Berdasarkan Guariglia (2015)  

@à

@Oà
::J E =;?æ; L :Fs;à:J E =;?æ :���:J E =;;à 

Hingga diperoleh  

&�Þ:Oá =; L :Fs;àAÜ�:�?à;Í:���:JE =;;:�?à;
á@5

Ö :J E =;?æ :���:J E =;;à 

L :Fs;àAÜ�:�?à;Í :���:J E =;;:�;
:J E =;æ Ö

á@5

 

Teorema 2.4 Untuk O Ð 'á I F s O Ù O I�áÙ Ð 9á 

I Ð :
>  berlaku Derivatif fraksional Caputo-Ortiguera 

dari Fungsi Þ-Riemann adalah 

&�Þ:O; L :Fs;àAÜ�:�?à;Í :���J;�
Jæ

á@5

¼  

bagian real dan bagian imajiner dari &¼
�Þ:O; diberikan 

sebagai berikut: 

4A @ &¼
�Þ:O;A L :Fs;àÍ :���J;�

Jë
á@5

�����:è:Ù FI; F P ���J; 

+I @ &¼
�Þ:O;A L :Fs;àÍ :���J;�

Jë
á@5

�����:è:Ù FI; F P ���J; 

Bukti: 

Dengan menggunakan rumus derivatif fraksional 

Caputo-Ortiguera yang telah didefinisikan oleh Kilbas, 

dkk. (2006) pada bentuk (2.6) diperoleh 

&�Þ:Oá =; L AÜ:�?�;:�?à;
�:I F Ù;Ö ± @à

@Oà
@Þ:TAÜ� E O;?ëØÔ�?æA s

T�?à>5
@T

¶

4

 

L AÜ:�?�;:�?à;
�:IF Ù; ± @à

@Oà
Í@J?æJ?ëØÔ�Tà?�?5A
¶

á@5

@T

¶

4

 

L AÜ:�?�;:�?à;
�:IF Ù; @à

@Oà
Í J?æ±@J?ëØÔ�Tà?�?5A@T

¶

4

¶

á@5

 

 

dihitung terlebih dahulu integral pada ruas kanan 

diperoleh bahwa 

± @J?ëØÔ�Tà?�?5A@T
¶

4

L A?Ü�:à?�; :���J;�?à�:I F Ù; 
Berdasarkan definisi derivatif fraksional Caputo-

Ortiguera bahwa FÙ P r ,  persamaan di atas dapat 

disubstusikan pada persamaan sebelumnya sehingga 

diperoleh sebagai berikut, 

&�Þ:O;¼ L AÜ:�?�;:�?à;
�:IF Ù; @à

@Oà
Í J?æA?Ü�:à?�; :���J;�?à�:IF Ù;¶

á@5

 

L AÜ�:�?à;Í :���J;�?à
¶

á@5

@à

@Oà
J?æ 

Berdasarkan Guariglia (2015)  

@à

@Oà
:J?æ; L :Fs;àJ�?æ :���J;à 

Sehingga, 

&�Þ:O;¼ L AÜ�:�?à;Í :���J;�?à
¶

á@5

:Fs;à:J�?æ; :���J;à 

�L :Fs;àAÜ�:�?à;Í :���J;�
¶

á@5

:J�?æ;Ö 

dengan I F s O Ù O IáÙ Ð 9áI Ð :
>  

Selanjutnya dicari bentuk bagian real dan imajiner 

dari Derivatif fraksional Caputo-Ortiguera dari Fungsi Þ-

Riemann. Karena O Ð ', maka dapat dibuat O L ê E EP 
Perlu diingat bahwa, 

J?æ L J?�J?Üç  

�L J?�A?Üç jmeá  
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�L J?��:����:P ���J;F E�����:P ���J;;  
 

sehingga, 

� &�Þ:O;¼ L &�Þ:O L ê E EP;¼   

L :Fs;à�:���kè:Ù FI;o E E�����:è:Ù FI;;;ä  
äÍ:���J;� J?��:����:P ���J; F E�����:P ���J;;¶

á@5

 

L :Fs;à�äÍ:���J;� J?�:���kè:Ù FI;o
¶

á@5

E E�����:è:Ù FI;;;ä 
ä :����:P ���J;F E�����:P ���J;;  

L :Fs;à�äÍ:���J;� J?�:���kè:Ù FI;o����:P ���J; E
¶

á@5

� 

E����:è:Ù FI;;����:P ���J;E E:����:è:Ù FI;;����:P ���J;   
F���kè:Ù FI;o����:P ���J;;  

Dari bentuk di atas bagian real dari &�Þ:O;¼ � sebagai 

berikut, 
4Ak &�Þ:O;¼ o L 4Ak &�Þ:O L ê E EP;¼ o  

L :Fs;à�äÍ:���J;� J?�
¶

á@5

ä�� 

ä :���kè:Ù FI;o����:P ���J; E �����:è:Ù FI;;����:P ���J;) 
 

Karena, ���:# F $; L ���# ���$ E ���# ���$ , 

sehingga dapat langsung dirubah menjadi sebagai berikut, 

4Ak &�Þ:O;¼ o L :Fs;à�Í:���J;� J?�
¶

á@5

:����:è:Ù FI; F P ���J;;Ö 

 

Sedangkan bagian imajiner dari &�Þ:O;¼  sebagai 

berikut, 
+Ik &�Þ:O;¼ o L +Ik &�Þ:O L ê E EP;¼ o  

L :Fs;à�äÍ:���J;� J?�
¶

á@5

ä�� 

ä :����:è:Ù FI;;����:P ���J;F���kè:Ù FI;o����:P ���J;; 

 

Karena, ���:# F $; L ���# ���$ F ���# ���$ , 

sehingga dapat langsung dirubah menjadi sebagai berikut, 

+Ik &�Þ:O;¼ o L :Fs;à�äÍ:���J;� J?�
¶

á@5

:���:è:Ù FI;F P ���J;;Ö 

Analisis Perilaku Derivatif Fraksional Caputo-

Ortiguera fungsi  ÀFHurwitz 

Teorema. 2.5 (Chaotic Condition) 

Jika untuk setiap�O M r,  O Ð 'á J Ð 9 berlaku 

æ:=á O; LÍ:Fs;Þ JÛ>Þ>5

:G E s;�:D E s;ÙÛ >O?Û�?�
¶

ÛáÞ

 

maka fungsi fraksional æ:=á O; bersifat chaotik pada 
bidang Gaussian. 

Dengan teorema Chaotic Condition ditunjukkan 
bahwa derivatif fraksional Caputo-Ortiguera dari 
fungsi Þ F Hurwitz memenuhi teorema Chaotic 

Condition dan bersifat chaotik. 

Telah tebukti bahwa derivatif fraksional Caputo-
Ortiguera dari fungsi Þ FHurwitz berikut. 

&�Þ:Oá =;¼ L :Fs;àAÜ�:�?à;Í :���:J E =;;
:J E =;�æ

�¶

á@5

 

Apabila dimisalkan I L s  maka AÜ�:�?à;  \  1. 

Sehingga dapat dibentuk suatu fungsi baru yang 

bergantung pada O dan Ù sebagai berikut. 

ð:Ùá O; L &�>Þ:Oá =;?¼ :I L s; L :Fs;Í :���:J E =;�¶

á@5

::J E =;�?æ;� 
��L :Fs;Í>:���:JE =;;:JE =;�?æ��?�¶

á@5

 

Diselidiki terlebih dahulu bentuk ekspansi dari :���:J E =;; dan :J E =;�?æ��. 

Diketahui, 

���::J E =;E s; LÍ:Fs;Þ :JE=;Þ E s
G E s

¶

Þ@4

 

dan 

:J E =;?æ�� LÍ s

GèÙÞ
:J E =;Þ>O?Þ�?�

¶

Þ@4

 

dengan >O?Þ�?� L O:O F Ù;:O F tÙ;å :O F :G F s;Ù; 
Padahal dketahui juga bahwa  

Í ���:J E =; L
¶

Þ@5

Í ���::J E =; E s;
¶

Þ@4

 

 

Sehingga bentuk ð:Ùá O;  dapat dimodifikasi 

menjadi 

ð:Ùá O; L :Fs;Í>:���:J E =;:J E =;�?æ��?�¶

á@5

 

L :Fs;Í>:���::J E =; E s;;:J E =;�?æ��?�¶

á@4

 

L :Fs;ÍeÍ:Fs;Þ :J E =;Þ E s
G E s

¶

Þ@4

Í s

DèÙÛ�
:J E =;Û>O?Û�?�¶

Û@4

i
�¶

á@4

 

L :Fs;ÍeÍ :Fs;Þ :J E =;Þ E s:G E s;DèÙÛ :
¶

ÞáÛ@4

J E =;Û>O?Û�?�i
�¶

á@4

 

�L :Fs;ÍeÍ :Fs;Þ :J E =;Þ E s
:G E s;�:DE s;ÙÛ

¶

ÞáÛ@4

:J E =;Û>O?Û�?�i
�¶

á@4

 

Karena dari definisi fungsi Þ FHurwitz  J Ð 3 
dan r O = Q sá = Ð 9 maka J E = Ð 9. 

Dan berdasarkan teorema kondisi chaotik 
(chaotic condition) dapat dimisalkan J E = L 0á0 Ð

9 sehingga diperoleh 

ð:Ùá O; L :Fs;ÍeÍ :Fs;Þ :0;Þ E s
:G E s;�:DE s;ÙÛ

¶

ÞáÛ@4

:0;Û>O?Û�?�i
�¶

á@4

 

�L :Fs;Í>æ:=á O;?�
¶

á@4

 

Hal itu menunjukkan bahwa derivatif fraksional 

Caputo-Ortiguera dari fungsi Þ FHurwitz  juga bersifat 

chaotik pada bidang Gaussian terbukti. 

Representasi Geometris Derivatif Fraksional Caputo-

Ortiguera fungsi  ÀFHurwitz pada Bidang Gaussian 

Dari bentuk diatas diambil bagian real dari 

ð:Ùá O; sehingga diperoleh 
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4Akð:Ùá O;o L :Fs;Í:���:J E =;;� :J E =;?�¶

á@5

:����:P ���:J E =;;; 
Misalkan dibentuk suatu fungsi baru Û5:=á O; 

dengan, 

Û5:=á O; L :Fs;Í:���:J E =;;� :J E =;?�Þ

á@5

:����:P ���:J E =;;; 

fungsi Û5:=á O;  diplot menggunakan software 

Matlab dan tersaji seperti gambar dibawah ini. 

    

   G L t           G L u 

    

   G L v         G L w 

Gambar 2.1 Pola perilaku fungsi Û5:=á O; dengan Ù L
räxáê L r� dan = L rärs 

Dengan mengamati hasil plot dari bagian fungsi 

Pola perilaku fungsi Û5:=á O;  pada Gambar 2.1 dapat 

dilihat bahwa perilaku menyerupai fungsi genap atau 

terlihat simetris. 

Sedangkan bagian imajiner dari ð:Ùá O; diperoleh 

+Ikð:Ùá O;o L Ã :���:J E =;;� :J E =;?�¶
á@5 :����:P ���:J E =;;;  

Misalkan dibentuk suatu fungsi baru Û6:=á O; 
dengan, 
Û6:=á O; L Ã :���:J E =;;� :J E =;?�Þ

á@5 :����:P ���:J E =;;;  
fungsi Û6:=á O;  di atas diplot menggunakan 

software Matlab dan tersaji seperti gambar dibawah ini. 

   

    G L t        G L u 

   

   G L v       G L w 

Gambar 2.2 Pola perilaku fungsi Û6:=á O;   dengan Ù L
räxáê L r dan = L rärs 

Dengan mengamati hasil plot dari perilaku fungsi 

Û6:=á O; dapat dilihat bahwa perilaku menyerupai fungsi 

ganjil. 

Setelah diketehui plot aproksimasi dari bagian real 

dan imajiner dari ð:Ùá O;  selanjutnya disajikan 

representasi geometris derivatif fraksional Caputo-

Ortiguera fungsi Þ F Hurwitz yang telah dimodifikasi 

menjadi fungsi baru yang bergantung pada O dan Ù yaitu 

fungsi ð:Ùá O; yang diperoleh sebagai berikut 

ð:Ùá O; L :Fs;Í :���:J E =;;�¶

á@5

::JE =;�?æ; 
Bentuk di atas diplot menggunakan software 

Matlab dan tersaji seperti gambar dibawah ini 

    

  ê L r             ê L s 

Gambar 2.3 Plot derivatif fraksional Caputo-Ortiguera 
fungsi Þ FHurwitz dengan �Ù L räxá = L rärsá J L tr 

dan P L ur�   

Gambar 2.3 menunjukkan representasi geometris 

dari derivatif fraksional Caputo-Ortiguera fungsi 

Þ FHurwitz.  Dari gambar tersebut dapat disimpulkan 

bahwa plot derivatif fraksional Caputo-Ortiguera fungsi 

Þ F Hurwitz adalah spiral dengan asimtotik atraktor 

dipersekitaran nol, sehingga apabila plot tersebut 

diperbesar dipersekitaran nol maka akan didapati grafik 

tersebut akan saling beririsan satu sama lain. 

Simpulan 

1. 'HULYDWLI� IUDNVLRQDO� &DSXWR-2UWLJXHUD� IXQJVL�

Þ F+XUZLW]� GDQ� IXQJVL�Þ F+XUZLW]� GDSDW� GLWHQWXNDQ�
PHODOXL� JHQHUDOLVDVL� GDUL� IXQJVL� NRPSOHNV� 'LULFKOHW�

VHULHV� 

2. 'HULYDWLI� IUDNVLRQDO� GDUL� IXQJVL� Þ F 5LHPDQQ� GDQ�
IXQJVL� Þ F +XUZLW]� � PHPLOLNL� VLIDW� FKDRWLN� GDQ�
PHQXQMXNNDQ� VXDWX� HNVSUHVL� XQLN� VHEDJDL� GHUHW�

EHUSDQJNDW�NRPSOHNV� 

3. 3HULODNX� FKDRWLN� PXQJNLQ� PHQXQMXNNDQ� EDKZD�
GHULYDWLYH� IUDNVLRDQDO� GDUL� IXQJVL� Þ F5LHPDQQ� GDQ�
IXQJVL� Þ F +XUZLW]� \DQJ� WLGDN� WHUGLIHUHQVLDVL�

GLSHUVHNLWDUDQ�QRO� 
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