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ABSTRAK

Pada operasi graf fuzzy, dipelajari empat
operasi pada graf fuzzy diantaranya operasi
gabungan, join, hasil kali silang dan komposisi.
Pada tulisan ini, dibahas mengenai subgraf fuzzy
parsial. Misal G = (Vl'U(;l'.uGl) dan G, =
(VZvO-GZ'.“Gz) adalah graf fuzzy, dengan o; adalah
fungsi keanggotaan dari V;, dan  p; adalah fungsi
keanggotaan dari V; X V;,Vi=1,2. Maka G; U
G,=(u Vz'UcluGZ’Hclu(;z) dengan  0g,uq, =
gg, Y ag, dan Ug yg, = Mg, YU Ug, merupakan graf
fuzzygabungan,G; + G, = (Vl uv,, GG1+Gz'n“G1+Gz)
dengan 0g, 46, = 0, + 0, dan pg i, = Ug, +
Ug, merupakan graf fuzzy join, G; X G, =
(V1 X Vz,U(;leZ'llc;leZ) dengan  0g,xg, = 0g, X
0¢, dan Ug xg, = Ug, X Ug, merupakan graf fuzzy
hasil kali silang dan
GroGy = (1 x Vz,aclogz,u(;locz)dengan 06106, =
0g, ° 0, dan WU ., = Ug, ° g, merupakan graf
fuzzy komposisi.

Kata kunci : graf fuzzy, operasi graf fuzzy, subgraf
fuzzy parsial.

PENDAHULUAN

Teori  graf  fuzzy  pertama  kali
diperkenalkan oleh Azriel Rosenfeld pada tahun
1975 yang merupakan suatu perluasan dari teori
graf dan himpunan fuzzy. Telah dipelajari
sebelumnya pada skripsi Rika Juwita Sari mengenai
graf fuzzy M-strong dan membahas tentang
bagaimana sifat graf fuzzy M-strong ketika
dioperasikan. Pada tulisan ini akan membahas
mengenai pengertian graf fuzzy secara umum,
dilanjutkan dengan operasi gabungan, join, hasil
kali silang dan komposisi pada graf fuzzy.

KAJIAN TEORI

2.1 Himpunan

2.1.1 Himpunan Tegas

Definisi 2.1.1.1 [3]

Himpunan tegas adalah himpunan yang
terdefinisi secara tegas, artinya bahwa untuk setiap
elemen dalam semestanya selalu dapat ditentukan
secara tegas apakah elemen tersebut merupakan
anggota dari himpunan tersebut atau tidak.

Definisi 2.1.1.2 [3]

Jika setiap anggota himpunan A
merupakan anggota himpunan B maka A dikatakan
sebagai himpunan bagian (subset) dari B dan
dinotasikan A € B.

Definisi 2.1.1.3

Gabungan dua himpunan A dan B (ditulis
A U B) adalah himpunan semua anggota A atau B,
yaitu AU B = {x|x € Aatau x € B} atau AUB =
{x|x e AV x € B}.

Definisi 2.1.1.4

Irisan dua himpunan A dan B (ditulis
A N B) adalah himpunan semua anggota A yang
juga menjadi anggota B, yaitu ANB = {x|x €
Adanx € BlatauANB ={x|x €A A x € B}.
Definisi 2.1.1.5

Selisih himpunan A dari himpunan B
(ditulis A — B) adalah himpunan yang anggota-
anggotanya adalah semua anggota A yang bukan
anggota B, yaitu A—B ={x|x € Adanx & B}
atau A— B ={x|x €A A x ¢ B}.

Definisi 2.1.1.6

Jumlah dua himpunan A dan B (ditulis
A + B) adalah himpunan semua anggota (A U B)
tetapi bukan anggota (ANB), yaitu A+ B =
{x]x€e (AUB)danx ¢ (AN B)}.

Definisi 2.1.1.7

Misalkan A dan B merupakan himpunan
tidak kosong, maka hasil kali silang dari A dan B
yang dinotasikan dengan A x B, didefinisikan oleh:

AxB={(ab)la€ADbeB}
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2.1.2 Himpunan Fuzzy (Fuzzy Set)

Definisi 2.1.2.1
Himpunan fuzzy A pada X dikatakan
subset dari himpunan fuzzy B pada X, jika dan
hanya jika p, (x) < pp(x), Vx € X.
Catatan : Bisa juga p,(x) ditulis A(x) dan
up(x) ditulis B(x).
Definisi 2.1.2.2
Diberikan dua himpunan fuzzy A dan B
pada semesta X, AUB dan ANB adalah
himpunan-himpunan fuzzy pada X yang derajat
keanggotaannya didefinisikan untuk semua x € X
oleh persamaan :
Haup)(X) = pa(x) V pp(x)
= max[py (x), uz(x)],Vx € X dan
tans)(X) = pa(X) A pg(x)
= min[ﬂA (X): Up (X)] ,VX € X.

2.2 Graf

Definisi 2.2.1 [4]

Sebuah graf G berisikan dua himpunan
yaitu himpunan berhingga tidak kosong V(G) dari
obyek-obyek yang disebut titik dan himpunan
berhingga (mungkin kosong) E(G) yang elemen-
elemennya disebut sisi sedemikian hingga setiap
elemen e dalam E(G) merupakan pasangan tidak
terurut dari titik-titik di V(G). Himpunan titik dari
graf G dinotasikan dengan V(G), dan himpunan sisi
dari graf G dinotasikan E'(G).

Definisi 2.2.2 [4]

Dua sisi atau lebih yang menghubungkan
pasangan titik yang sama disebut sisi rangkap
(multiple  edges) dan sebuah sisi  yang
menghubungkan sebuah titik ke dirinya sendiri
disebut gelung (loop). Graf tanpa loop dan tanpa
sisi rangkap disebut graf sederhana (simple graphs).
Definisi 2.2.3 [4]

Misalkan u dan v adalah dua titik di G dan
e = (u,v) adalah sebuah sisi di G, bisa ditulis
e = (uv). Kita katakan : titik # dan v berhubungan
langsung (adjacent) di G ; sisi e menghubungkan
(joining) titik # dan v di G ; u dan v titik-titik akhir
sisi e ; sisi e terkait (incident) dengan titik v dan
juga titik u.

Definisi 2.2.4 [4]

Sebuah graf H disebut graf bagian dari
graf G, ditulis H c G, jika V(H) c V(G) dan
E(H) c E(G).

Definisi 2.2.5 [4]

Misalkan G adalah graf, dan misalkan v
adalah suatu titik dari G. Derajat titik v adalah
banyaknya sisi yang terkait dengan titik v (dengan

catatan setiap loop dihitung dua kali), dan
dinotasikan oleh d(v).
Definisi 2.2.6 [2]

Diberikan graf G dan graf H, dengan
himpunan titik V(G) dan himpunan titik V(H)
saling asing. Gabungan graf G dan graf H
dinotasikan dengan G U H dan didefinisikan oleh :

1. V(GUH)=V(G)UV(H).
il. E(GUH) =E(G)VE(H).
Definisi 2.2.7 [2]

Misalkan diberikan graf G dan graf H,
dengan himpunan titik V(G) dan himpunan titik
V(H) saling asing. Join graf G dan graf H yang
dinotasikan dengan G + H didefinisikan oleh :

1. V(G +H)=V(G)UV(H).
ii. E(G+H)=EG)UVEH)U{(g,h)|g €

G,h € H}.

Definisi 2.2.8 [2]

Hasil kali silang graf G; dan graf G, adalah
graf yang dinotasikan G = G; X G, dan mempunyai
himpunan titik V(G) = V(G;) X V(G,), dan dua
titik (uq,uy) dan (vq,v,)dari graf G terhubung
langsung jika dan hanya jika
u; = vy dan u,v, € E(G,) atau
u, = v, dan uyv; € E(Gy).

Definisi 2.2.9 [2]

Komposisi graf G; dan graf G, adalah graf
yang dinotasikan G = G;° G, dan mempunyai
himpunan titik V(G) = V(G;) X V(G;), dan dua
titik (uq,u,) dan (vy,v,) dari graf G terhubung
langsung apabila :

u; dan v; terhubung langsung atau
u; = v; dan u, terhubung langsung dengan v,.

PEMBAHASAN
3.1 Pengertian Graf Fuzzy

Graf fuzzy diperoleh dengan memberi
bobot atau derajat keanggotaan pada titik-titik
(vertex) dan pada sisi-sisi (edge) dari suatu graf.

Definisi 3.1.1

Graf fuzzy G = (V,o0;,u;) adalah
himpunan berhingga titik tak kosong V dengan o
adalah himpunan fuzzy pada V dengan fungsi
keanggotaan ¢ dan y; adalah himpunan fuzzy pada
V XV dengan fungsi keanggotaan u, sedemikian
sehingga :

ux,y) =uxy) <o(x)Ao@)vx,y€V,

dengan A menyatakan minimum dari ¢(x) dan
o).

o disebut himpunan titik fuzzy graf G, dan

U disebut himpunan sisi fuzzy graf G.



Definisi 3.1.2

Graf fuzzy H = (V, vy, ty) disebut subgraf
fuzzy parsial dari graf fuzzy G = (V, g, u¢) jika :

i. v(x) < o(x),Vx € V(G).
ii. t(xy) < u(xy),vxy €V x V.

3.2  Operasi Pada Graf Fuzzy
3.2.1 Gabungan dan Join Pada Graf

Fuzzy
Definisi 3.2.1.1
Misalkan G; = (Vl, 06, ,u(;l) dan G, =
(VZ, 06, ”Gz) adalah graf fuzzy,
dengan o; adalah fungsi keanggotaan V;, dan
u; adalah fungsi keanggotaan V; X V;, Vi = 1,2.
Didefinisikan gabungan fungsi keanggotaan G; dan
G, sebagai berikut :
i (o1 Vo)) = oy () jikau € V\Vs,
(01 Vo) () = oy (w) jikau € V,\V;, dan
(a1 Vo)) =0 (W) Vo) =
max(oy (), 0, (W) jikau € V; NV,
i (1 Upp)(uw) = g (uv) jikauv € Ey\Ey,
((ilh U up) (uv) = pp (uv) jika uv € E>\Ey,
an

(i1 U pz) (W) = py (wv) V pp (uv) =
max(py (uv), p, (uv)) jika uv € Ey N Ey,

dengan E; adalah himpunan sisi graf G;,i = 1,2.

Proposisi 3.2.1.2

Misalkan G = (Vl,agl,/,t(;l) dan G, =
(VZ, 06, ,uGz) adalah graf fuzzy,

dengan o; adalah fungsi keanggotaan V;, dan

u; adalah fungsi keanggotaan V; X V;, Vi = 1,2.
Maka G, U G, = (V1 U VZIJGluquuGlUGz) dengan
06,06, = 06, Y05, dan  Ugue, = Mo, Y He,
merupakan graf fuzzy dan disebut graf fuzzy

gabungan.
Bukti :

Misalkan uv € Ej\E,,

i. Jikau,v € V;\V,; maka
(11 U pp)(uv) = py ().
<o) Aa(v).

< (01 U )W) A (07 U ay) ().
ii. Jikau € Vi\V, dan v € V; N V,; maka
(u1 U p)(uv) = pq (uv)
< o,(u) Aoy (v)
<o WA (0'1 W) Vo, (v)).
< (01 U )W) A (07 U a3) ().

iii. Jika u, v € V; N V,; maka
(p1 U p2) (u) = py (uv)
AV AC)]
< (01 VU a)(W) A (01 U ar)(v).
Misalkan uv € E;\E;,

i. Jikau,v € V,\V;; maka
(1 U ) (wv) = pp(uv)
< g, (u) Aoy (V).
< (01 VU a)(W) A (01 U ar) ().
ii. Jikau € V,\V; dan v € V; N V,; maka
(U1 U p)(uv) = py(uv)
< o,(w) Aoy (v)
<o, (u)A (01 W) Vo, (v)).
< (01 VU a)(W) A (01 U a3)(v).
iii. Jika u, v € V; N V,; maka
(i U p)(uv) = py(uv)
< o(u) Aoy (v)
< (61 U az) (W) A (01 U 03)(v).

Misalkan uv € E; N E,; maka
(V) (wv) = py(uv) vV pp (uv)

< (al(u) A al(v)) v

(0'2 (W) Aoy (U))

< (01 (w) Vo, (u)) A

(01 V) Vo, (U))
< (61 VU a3)(w) A (01 U o) (v).

Maka G; U G, = (Vi U V3, 06,06, K6, u6,)
dengan 0g yg, = ¢, Y dg, dan Ug e, = Ug, Y
U¢, merupakan graf fuzzy dan disebut graf fuzzy
gabungan. m

Teorema 3.2.1.3

Jika G merupakan graf gabungan dari dua
graf G; dan graf G,, maka setiap subgraf fuzzy
parsial dari G adalah gabungan dari subgraf fuzzy
parsial dari G; dan subgraf fuzzy parsial dari G,.
Definisi 3.2.1.4

Misalkan G = (Vl,aal,ugl) dan G, =
(Vz, 06, u(;z) adalah graf fuzzy, diasumsikan
Vi NV, = @, dengan

o; adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan

u; adalah fungsi keanggotaan dari V; X V;, Vi = 1,2.
Didefinisikan join fungsi keanggotaan G; dan G,
sebagai berikut :

(01 + 02) (W) = (01 Vo) (W)Vu € V; U Vy;

(11 + u)(wv) = (1 U pp) (wv) jika uv € Ey U Ey,
dan

(1 + ) (wv) = 01(w) Aap(v)



= min(ol(u), oy (v))jikauv €EE.

dengan E' adalah himpunan semua garis yang
menggabungkan titik-titik dari V; dengan titik-titik
dari V.

Proposisi 3.2.1.5

Misal G; = (Vl,acl,/,tcl) dan G, =
(Vz,agz,u(;z) adalah graf fuzzy, diasumsikan
Vi NV, = @, dengan

o; adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan

u; adalah fungsi keanggotaan dari V; X V;, Vi = 1,2.
Maka G + G, = (V1 U V2,061+62,y61+62) dengan
06,+6, = 06, 1 0g, dan UG 16, = U6y, T U,
merupakan graf fuzzy dan disebut graf fuzzy join.
Teorema 3.2.1.6

Misalkan G; = (V3,E;) dan G, = (V,, E,)
adalah graf. Misal vnnv, =09, dan
06,06, HGyr Mg, berturut-turut merupakan subset
fuzzy V;,V,, Eq, E,. Maka
(Vl'O-Gl'.“Gl) U (VZ,U(;Z:HGZ) =u
Vs, 06,06, Héyuc,) adalah subgraf fuzzy parsial dari
G, U G, jika dan hanya jika (Vl, aGl,,u(;l) dan
(Vz, 06, ”Gz) berturut-turut adalah subgraf fuzzy
parsial dari G; dan G,.
Teorema 3.2.1.7

Misalkan G; = (V4,E;) dan G, = (V,, E;)
adalah graf. Misal VinV, =9, dan
06,06, HGyr Mg, berturut-turut merupakan subset
fuzzy V;,V,, Eq, E,. Maka
(i, 06, 16,) + (Vo 06,,16,) = (1 U
Vo, 06,46, He, +6,) adalah subgraf fuzzy parsial dari
G, + G, jika dan hanya jika (Vl, 061'“61) dan
(VZ, 06, ,uGz) berturut-turut adalah subgraf fuzzy
parsial dari G; dan G,.

3.2.2 Hasil kali silang dan Komposisi
Pada Graf Fuzzy

Definisi 3.2.2.1

Misal G; = (Vl,a(;l,/,t(;l) dan G, = (VZ,UGZ,MGZ)
adalah graf fuzzy,

dengan o; adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan

u; adalah fungsi keanggotaan dari V; X V;, Vi = 1,2.
Didefinisikan hasil kali silang fungsi keanggotaan
G, dan G, sebagai berikut :

v (ug,uy) €V XV,

(01 X 03) (g, up) = 01 (uy) Aoy (uy) =
min(o; (w;), 02 (u,));

Yu eV ¥Yyuv, €EE,,

(B, x 2)((11, uy) (w, Vz)) =01 (W) ANB (uyv,) =
min(oy (w), B, (u,v,));

vw eV, ¥u v, €E,

(B x 2)((u1‘W)(771.W)) =o,(W) A B (uyvy) =
min(az w), B (uy vl)).

Proposisi 3.2.2.2

Misal G; = (Vl,a(;l,/,t(;l) dan G, = (Vz;ffaz,/«laz)
adalah graf fuzzy,

dengan o; adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan

u; adalah fungsi keanggotaan dari V; X V;, Vi = 1,2.
Maka G X G, = (V1 X Vz;ffalxcz;#clxcz) dengan
061><Gz = UGl X UGZ dan uGlez = uGl X I’le
merupakan graf fuzzy dan disebut graf fuzzy hasil
kali silang.

Teorema 3.2.2.3

Misalkan G adalah hasil kali silang graf G,
dan graf G,. Misal (Vl,a(;l,ucl) X (Vz,acz,ucz) =
(V1 XV, aGleZ'“GMGz) adalah subgraf fuzzy
parsial dari G. Maka (Vl,O'Gl;,uGl) dan
(VZ,GGZ,MGZ) adalah subgraf fuzzy parsial dari G;
dan G, jika dan hanya jika memenuhi tiga
persamaan yang mempunyai solusi untuk Xx;, y;, Z ,
dan wy, dengan V; = {vi1,v13,...,7,} dan
V2 = {v21, V22, o, Vam } :

D x Ay =0(y,vy),i=1,....nj=1,...,
m;

2) xi /\ij = ((Uli,vzj)(vli,vzk)), 1 = 1, Ce ey
n; j, k sedemikian sehingga v,; vy € Es;

3) y] AWih = ((vli,vzj)(vlh,vzj)),j = 1, ey
m; i, h sedemikian sehingga vy;, vy € Ej.

Definisi 3.2.2.4

Misal G; = (Vl, Ualrﬂal) dan G, =
(Vz, 06, /162) adalah graf fuzzy,
dengan o; adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan
u; adalah fungsi keanggotaan dari V; X V;, Vi = 1,2.

Didefinisikan komposisi fungsi keanggotaan G; dan
G, sebagai berikut :

V(ul,uz) € V1 X Vz,

(01 0 ) (uy,up) = 01 (ug) Aoy (uy)
= min(01 (w), Uz(uz));
Yu € Vl,VuZUZ € Ez,
(uq © Hz)((u; uy) (u, Uz)) = 01(w) Ay (uyvy)
= min(o; (W), 1 (u,v,)) ;

VYw € VZ,Vu1U1 € El?



(g © /-42)((”1,W)(V1'W)) = a,(W) A py (ugvq)
= min(oz (W):#1(u1171))2

V(ug, up)(vy,v,) € E'\E,

(uy 0 Mz)((upuz)(vpvz)) = 0y (uy) Aoy (vy) A
1 (wyvy) = min(o, (up), 02 (v), g (uyvy)).

Dengan

E* = {(u,u)(w,vy)|u € Vj,u,v, € E;} U
{(up, w)(w,w)lw € Vo, uyv; € Ej}U
{(u, ux) (w1, v2)luy vy € Ej,uy # v,} dan

E ={(w,u)(w, v)lu € V;,uyv; € E3} U
{(up, w)(wy, w)lw € Vp,uyv; € Eq}.

Proposisi 3.2.2.5

Misalkan G; = (Vl, aGl,,u(;l) dan G, =
(Vz, 06, ”Gz) adalah graf fuzzy,
dengan o; adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan
u; adalah fungsi keanggotaan dari V; X V;, Vi = 1,2.
Maka G;°G, = (V1 X VZ'O-Gl"GZ"uGl"GZ) dengan
06106, = 06y ° 0g, dan K606, = Hey ° Ha,
merupakan graf fuzzy dan disebut graf fuzzy
komposisi.

SIMPULAN
4.1 Simpulan

Berdasarkan pembahasan sebelumnya,

diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut :

1. Misalkan G; = (Vl, aGl,,u(;l) dan G, =
(Vz, 06, ;162) adalah graf fuzzy, dengan o;
adalah fungsi keanggotaan dari V;, dan

u; adalah fungsi keanggotaan
dari V; X V;, Vi = 1,2. Maka :

a. Gy UG, = (Vi UV, 06,06, Heyus,)
dengan 06,06, = 06, Y 0;, dan
HG,ug, = H¢, Y Ug, merupakan graf
fuzzy dan disebut graf fuzzy
gabungan.

b Gy + Gy = (V1 UV2, 06,16, ley +6,)
dengan 06,46, = 0, + 0, dan
Key+G, = Mg, T g, merupakan graf
fuzzy dan disebut graf fuzzy join.

c. Gy X Gy = (Vi X V,06,x65 Hyx6,)
dengan O6,xG, = 06, X 0;, dan
UGy xG, = Mg, X Ug, merupakan graf
fuzzy dan disebut graf fuzzy hasil
kali silang.

d. Gy oGy = (Vi X V3, 06,06, Heye6,)
dengan 06,06, = 0g, ° 0, dan
KeyoG, = Mg, © Hg, merupakan graf

fuzzy dan disebut graf fuzzy
komposisi.

2. Jika G merupakan graf gabungan dari graf
G, dan graf G,, maka setiap subgraf fuzzy
parsial dari G adalah gabungan dari
subgraf fuzzy parsial dari G; dan subgraf
fuzzy parsial dari G,.

3. Misalkan G; = (V3,E;) dan G, = (V,, E;)
adalah graf. Misal V; NV, =@, dan
06,06, ¢y r U, berturut-turut merupakan
subset fuzzy V,,V,, E, E,. Maka:

a. (V1,06 16,) Y (Va, 06, 1ig,) =
(V1 U V2, 06,06, Heyu6,) adalah
subgraf fuzzy parsial dari G; U G, jika
dan hanya jika (Vl, 06, uGl) dan
(Vz, 06, ”Gz) berturut-turut adalah
subgraf fuzzy parsial dari G; dan G,.
b (Vi,og,t6,) + (Va, 06, 1e,) =
(V1 U Vy, 06,46, 6y +6,) adalah
subgraf fuzzy parsial dari G; + G, jika
dan hanya jika (Vl, 96, ”61) dan
(Vz, 06, ”Gz) berturut-turut adalah
subgraf fuzzy parsial dari G; dan G,.

4. Misalkan G adalah hasil kali silang graf G,
dan graf G,. Misal (Vl,acl,ual) X
(szff(;z:llaz) = (V1 X Vz:Ualx(;z:llalez)
adalah subgraf fuzzy parsial dari G. Maka
(Vl,a(;l,ugl) dan (Vz,a(;z,u(;z) adalah
subgraf fuzzy parsial dari G; dan G, jika
dan hanya jika memenuhi tiga persamaan
yang mempunyai solusi untuk x;,;, Z,
dan wy, dimana Vi = {vy1, V12, ..., V1n}
fian V, = {vy1,V92, ., Vo } ¢

1. XNy =0y, 1), i=1,.. .,
nj=1,...,m
ii. X Nz =

u ((Uu'vzj')(vu,UZk)), i=1,...
, n; j, k sedemikian sehingga
Vpj Vi € Ep;

iii. yi Awy, =

H ((Uu,vzj')(vm,vzj'))’j =1,...
, m; i, h sedemikian sehingga
vy, V1 € Ey.

4.2 Saran

Dalam mempelajari lebih mendalam
mengenai graf fuzzy, pembahasan mengenai
graf fuzzy M-strong dan komplemennya dapat
dijadikan bahan tambahan untuk mempelajari
lebih lagi mengenai graf fuzzy.
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