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ABSTRAK

Jika k bilangan real dengan 0 < k < 1, maka
integral  eliptik  lengkap  pertama, K(k)

didefinisikan sebagai
T

2 de
Kk = e —ev——
(9 ’0 N1 - k2501260

bilangan real k disebut modulus dari integral
eliptik. Komplemen dari modulus tersebut adalah

k' = y1-k2? . Karena k bilangan real dengan
0 < k< 1, maka k' juga merupakan bilangan real
dengan 0 < k" < 1. Dengan demikian integral
eliptik lengkap pertama yang terkait dengan k'
s
adalah j&\)rk?—%@ . Akibatnya, K(k’) dapat
disajikan sebagai K(k") = \AK(k) untuk suatu
bilangan bulat positif A, Suatu bilangan real k(A)
disebut modulus singular dari K(k) yang
memenuhi persamaan K(k") = | AK(k). Notasi
H(d) menyatakan bentuk grup dari diskriminan d.
Dengan menggunakan beberapa nilai dari fungsi
Dedekind eta pada kuadratik irasional, sebuah
rumus diberikan untuk modulus singular k(A).
Secara umum, rumus ini diberikan untuk integral
eliptik lengkap pertama K|vA|: =K (k(A)) pada
suku yang berkorespondensi. Seperti contoh pada
integral eliptik lengkap pertama K[+ 17] yang
ditentukan secara khusus pada suku dari fungsi
Gamma.

Kata kunci: Integral eliptik lengkap pertama,
Modulus singular, Fungsi Dedekind Eta, Fungsi
Weber.

PENDAHULUAN

Bentuk bumi yang faktanya tidak datar,
memberikan pengetahuan bahwasanya tidak ada
garis lurus (geometri non Euclid). Salah satu
bentuk yang menarik untuk ditelusuri adalah
bentuk Integral Eliptik. Rumusan masalah pada
jurnal ini adalah bagaimana proses dan evaluasi
nilai integral eliptik lengkap pertama pada moduli

singular k = \/ﬁ menggunakan moduli singular,
teori bilangan, aljabar, analisis kompleks dan
kajiannya dalam deret Fungsi Gamma.

KAJIAN TEORI
2.1 LAPANGAN KUADRATIK

Definisi 2.1.1 Misalkan p bilangan prima ganjil
dan d adalah bilangan bulat yang relatif prima
terhadap p. Jika h €Z. dengan k2 = d (modp)
mempunyai solusi bulat, maka d dikatakan kuadrat
residu modulo p. Jika tidak demikian, d disebut
kuadrat nonresidu modulo p.

Definisi 2.1.2 Misalkan p bilangan prima ganjil
dan d adalah bilangan bulat yang relatif prima
terhadap p. Fungsi Legendre adalah fungsi dari
Z —{-1,0,1} yang dinotasikan dengan Ip dengan
1,jikadkuadratresidumodulop
Ipdy =4 -1 jikadkuadratnonresidumodulop
0, jikapld

Ip(d) sering dituliskan dengan (g) .

Teorema 2.1.1 Diketahui A €N Jika untuk setiap
Z€ Cdengan Im(2) > 0 maka

a).}E(\/:@EI(\/:ZfZ&ZBT) -v2 .
b). o= = AN-D + -2

dengan

iz @ —_

n(z) = e12 I I(l : emth)
m=11 .
o = B2
1(2)

n(%)
h# = 2
foim =222

n2)

Definisi 2.1.3 Kuadrat biner K = ax®+ bxy+
(_‘_yz yang memenuhi definit positif, primitive
dinotasikan dengan (a,b,c). Jika d(d= b2 -



4ac) adalah  diskriminan K yang memenuhi
d< 0,d= 1atau 0(mod4), makc kelas dari
(ab,c) didefnisikan sebagai
[@ b.c = {(alpn).bp.q.1.5).c(q.5))|
p.qr.seZps- qr=1},

dengan
aprn = ap?+bpr+ a?
bp.q.r.s) = 2anq+ bps+ bqr+ 2crs
c(q.s) = aq®+ bqs+ cs?

Definisi 2.1.4 Grup Modular G adalah subgrup
GL(2,Z) pada SL(2,R) yang terdiri dari matriks
dengan koefisien di Z yang ekuivalen dengan +1,
dengan

SL2R) = {g 3|a, b.c d eRad- bc= 1}
dan
6422 =1% Blabcdezad-be- 21}

Definisi 2.1.5 (i). K disebut lapangan imajiner
kuadrat jika diskriminan d memenuhi d < 0 dan
d= 0atau1 (mod4).

(ii). f disebut konduktor dari diskriminan d jika f
merupakan bilangan bulat terbesar dengan f?|d

dan }2 = O atau 1 (mod4)

(iii). Himpunan A disebut diskriminan fundamental
dengan A= )—% €7 Akibatnya d= .dfz,.d =
0 atau 1 (mod 4).

Definisi 2.1.6 Diketahui suatu bilangan prima p,
i,( f) adalah bilangan bulat nonnegatif dengan

ptp(ﬂ|f,plp(f)+1 ‘f.  Jika f—’ adalah  simbol

Legendre  modulo  p  maka  himpunan o,

didefinisikan sebagai

A
Wi~ 1)(1 -
(PP - 1)(1-2)

ay(4,.f) = -
p( ) plp(f)—l(p_ 1)(p_ ‘S)

Definisi 2.1.7 Jika d adalah diskriminan K yang
memenuhi d< 0,d = 1atau0(mod4), mak
identitas dari Grup H(A) didefinisikan sebagai

[0, -g| jikad = 0 (mod4)

l|1 1 | jikad = 1(mod4)

Definisi 2.1.8 Jika d adalah diskriminan K yang
memenuhi d< 0,d = 1atau0(mod4), mak

invers dari kelas K= [a b,cleH(d) yang
dinotasikan — dengan K~ Vdidefinisikan ~sebagai
1= [a,-b,c] e H(A).

Definisi 2.1.9 Misalkan p prima dengan simbol
Kronecker (g] = 1. Jika hy dan by adalah solusi

dari F2 = d(mod4g), 0 <h< 2p. dengan by < hy
dan by + hp = 2p. maka kelas K, dan invers kelas
Ky= Ky 1 dari H(d) didefinisikan sebagai

K2 -d
= [p.Fy——]
ﬁg d
""51 = |Pf'h1sl4—p|

Definisi 2.1.10 Diketahui f adalah bilangan bulat
terbesar yang didefinisikan pada Definisi 2.1.6.
Jika p prima dengan (g] =10, p*f, kelas Kp dari
H(A) didefinisikan sebagai

| |lp,0,—£:|, jikap > 2,d= 0 (mod4)

£ 23
|pp,1¥|, jikap > 2,d= 1 (mod4)

dl, jikap = 2,d= 8 (mod 16
8 ( )

TS

T

(22259, jikap= 2.d= 12 (mod16)
Definisi 2.1.11 Bilangan kelas (class number)
H(d) dari  lapangan  kuadratik K  dengan
diskriminan d< 0 sama dengan banyaknya
bilangan dari bentuk reduksi kuadratik biner
dengan diskriminan d tersebut.

Definisi 2.1.12 Misalkan himpunan [ K,L]
menyatakan jumlah indeks perkalian anggota H(d)
dibagi banyaknya kelas dengan

KoL - 3’ incy;(K)incy (L)

Fi
J=1 J
Jika K,L eH(d), maka fungsi X didefinisikan
oleh X[K,L] = e2miKL

Definisi 2.1.13 Diketahui kelas K, d adalah
diskriminan K, Fungsi X didefinisikan pada

Definisi 2.1.12 dan p prima dengan (g] =0)

Nilai dari fungsi Dedekind Eta yang dinotasikan j
didefinisikan sebagai

X(K.Ky)
1

= | I ==

{ﬁ}-n
hey

dengan K, = ﬂJ 1‘42” G=0,...(2F) -1

ki
, @

(KK) ATU.EJ1 },}

I 2
—1mpshiCi
= (= 1) ARG 4

Akibat 2.1.1 Diketahui suatu lapangan kuadratik
K d adalah diskriminan K, Fungsi X didefinisikan



pada Definisi 2.1.12 dan p prima dengan (g] =0
Jika nilai dari fungsi Dedekind Eta adalah j. maka

0t - 1 111475
c‘
(%)=0

Bukti. Berdasarkan definisi nilai dari fungsi
Dedekind Eta (Definisi 2.1.13), diperoleh

X(K-1,K
kg = | 1 (142855
C'p
1€)=0

-1
1K)
5 p

[§)=0

Jadi, j(K™1,d) = j(K,d). =

Akibat 2.1.2 Diketahui suatu lapangan kuadratik
K= I eH(d), dadalah diskriminan K. Fungsi X
didefinisikan pada Definisi 2.1.12 dan p prima
dengan(gl = |. Jika s > 1, maka
— . KK X(K-1 Kp
sty = gl T(1- A ‘:}\ (1- )
§)=1

Definisi 2.1.13 Jika d adalah diskriminan K, fungsi
X didefinisikan pada Definisi 2.1.12 dan nilai dari
fungsi Dedekind Eta J, maka untuk LK eH(d)
didefinisikan himpunan

mw/ldwd @
EKd = 57— XK {(La
AT L SR o>
I=r
2.d< -4
dengan w(d) = {;’gz :j
-3,d< 0
dan
tdy=11 p (1-3)
()1
memenuhi
1 6
talo@dt(d) = Th - 2) = 7z

2.2 FUNGSI WEBER PADA KUADRATIK
IRRASIONAL

Proposisi berikut ini menyatakan nilai dari
fungsi Dedekind Eta dan keterkaitannya dengan
grup H(d.

Proposisi 2.2.1 Jika K= [10,4] eH(d), maka
nilai dari fungsi Dedekind Eta pada kuadratik
irrasional adalah
Af,

H(V=7) = T AT 04 (T (Gmihae K
dengan ['( lf-'ll) menyatakan fungsi Gamma

h( ) class number of

W( ) number of roots of unity in

Proposisi 2.2.2 Misalkan A €N, d= —4A= Af?,
dan K = [10,4] eH(d).
(a).Untuk A= 0(mod4) terdapat himpunan
Mo = [4,4,§+ 1] e§(4d)
M =207l €H(]
M, = [1,04d] eH(4d).
Misalkan & adalah bilangan bulat positif dan
A= 4% makap = 12, atau3 (mod4).
(i). Untuk yt= 1,2 (mod4), diperoleh A genap dan
12(f) = a Akibatnya
filV=7) = Qﬁegka \—E(MoAd)
2641
f(‘/‘/) =2 La+2 eE(Kd ENVyd'4)
fi(‘/_ﬂ) — 22&+365Kd)—5(&24d)
(ii). Untuk p = 3(mod4), diperoleh A = -p(mod8)
danp(f) = a+ 1.
Jikap = 3 (mod 8) berlaku
(\/ ) =73 26-+3€EKd E(Mg4d)
320+1_ +1_1
( ) =2 34041 eE(Kd) EM d'4)
( ;) — 23Aa+2eEKd) E(M24d)
Jika pu= 7 (mod8), berlaku
( eE\Kd \—E(Mo4d)
£V VieEKd-EMyd'a
( _2) = gE'Kd)-E(Mz4d)
b). Jika A= 1(mod4) dipercleh A genap dan f
ganjil, terdapat himpunan

1
My = [2,2,’1%] eH(d)
M, = [40,4 eH(4d)
M, = [1,044] eH(4d)
Akibatnya
fo(V=7) = 21AEKd-EMod)
F(V=) = 21 BeEud)-Ewyad)
}E(\/j) = J18gEKd)-E(Mz4d)
(c). Jika A= 2(mod4) dipercleh A genap dan f

ganjil, terdapat himpunan
Mo = [4, 4, A+ 1] eH(4d)

é

é

-A) =
-A)=

M- 12,00 € Hid)
M, = [1,044] eH(4d)
Akibatnya

fo(V=7) = 21 8eEKa-Epad)
fi(V=7) = 214eEKA-EM1d)



}5(\/_ ) = J18cEKA)-EN24d)

d). Jika A= 3(mod4) diperoleh A= -n(mod8)

dan f = 2 (mod4), terdapat himpunan
A+ 1 d

My=1[1,1, T] EH(z)

M = [4, 0,4 eH(4d,

M, = [1,044] eH(4d)

Akibatnya, untuk A= 3 (mod 8), berlaku:
fiV=7) = 213EKar-EMo d'4)
fi(\/j) = J11ZgEKd)-E(M4d)
}5(\/3) = J11ZgEKd)-E(Mz4d)

dan untuk A= 7 (mod8), berlaku:
fo(V=7) = VieEKad-Edo, a4

F(V=7) = eEKa-Eaaa)

F(V=7) = eE'Ka-EWz4a)

2.3 BENTUK Kk(A) DAN K[\ Al

Teorema 2.3.1 Diketahui suatu bilangan asli A,
diskriminand = =44 = £f? dengan A dan f
didefinisikan pada Definisi 2.1.5, p adalah
bilangan  prima, Qy(A, f) didefinisikan pada
Definisi 2.1.6, E(K,d) didefinisikan pada Definisi
2.1.13. Misalkan K = [1,0,4] eH(d), h( ) class
number of , W( ) number of roots of unity in
a). Jika A= 0(mod4) untuk nimpunan

M, = |4_‘ 4, A+ 1| EH(4d),

M =[1,0, 42] € H(44)

berlaku

k( 2_) = gHENgad)-EM24d)
Misalkan @« adalah bilangan bulat positif dan
A= 49 dengan p= 12atau3(mod4).Maka
nilai integral eliptik lengkap pertama Klvﬁl
adalah

ol | | F(—— ) md) el ) 2B K d)-4EWpAd)

LpﬂAszl Ip |A|

pf =1
dengan [ (%) menyatakan fungsi Gamma

5
{ a1~ 50 Jikap= 1 atau2 (mod4)

1 5 .
B=| 33a 3 Jikap=3(mods)
5
Ik —E,jika,us 7 (mod8)

b). Jika A= 1 (mod4) dengan
My=12,2 2 eHd)
M, = [1,0, 44] € H(4d)

maka
k( 2_) — 2—1’284{5(&},d)—5(&'24d)

dan nilai integral eliptik lengkap pertama K|\ /|
adalah

»
riniic?| |p 2

rr m=1

| IF(_A_| ‘m 4HA Jg2EKd—-<ENp4d
|

Jika My = |4, 4, A+ 1| € H(4d)
M, =[1,0, 44] € H(44)
dengan A= 2(mod4)
maka
k( 2_) = eXENoad)-E(N24d)
dan dan nilai integral eliptik lengkap
pertama K|V2| adaia}z

_‘ﬂ—)n 2| I I IF(__ (fo) 2y 4HA Jg<EKd—<ENpad)

i O

c). Untukﬁ. 3(mod4), terdwat himpunan
M1 d
Mo=111 F|eH(3)
M =[1,0, 42] € H(4d)
sedemikian hingga
untuk A= 3 (mod8), berlaku
k( 2_) — 2—1€4xg(mba/4,—5(m'24a)
dan nilai integral eliptik lengkap pertama Kl\fﬁl
adalah
2° c;q AQprp 2 1—‘ 1 () = 4hAeAE[Kd) 2ENpd 4
untuk A= 7 (mod8), berlaku
k() = 2 2eHEMod 4-Ezad
dan nilai integral eliptik lengkap pertama Kl\)‘jl
adalah

2 mm2| h-g,-.a’t’fch : | | r(__ 4@65(1«1. 4EWNod 4

pr n=1

PEMBAHASAN
3.1 INTEGRAL ELIPTIK

Definisi 3.1.1 Jika R(x,y) adalah suatu fungsi
rasional dari X dan 7y, dimana y adalah
polinomial pangkat dua atau empat dalam

X, bentuk integral
| R(x,y)dx
disebut integral eliptik.

Definisi 3.1.2 Diketahui k €R dengan0 < k < 1.
Integral eliptik lengkap pertama K (k) didefinisikan
sebagai
_ae
Kk = 16 e
bilangan k disebut modulus dari integral eliptik dan
@ disebut amplitudo integral eliptik .

3.2 EVALUASI INTEGRAL ELIPTIK

Pada bagian ini penulis akan memaparkan
cara mengevaluasi nilai integral eliptik lengkap
pertama K|v/17| dengan menggunakan Definisi
yang sudah ada pada sub bab dalam kajian teori.
A=17,d=-441= -68,A= d= -68, dan
f=1

Grup dari H(-68) yang memenuhi
definite positif, primitive, kuadratik biner dari



diskriminan -68 di bawah komposisi grup
modular adalah
(LAAA3, Ar=1
dengan
I=11017],A=[3,-28],
A2 =1229], A =[326].

Lemma 3.2.1 Misalkan p prima = 2, 17

Q). Jika(‘—p’} =(1—p”} =l danp = 2% + 17y

untuk suatu bilangan bulat X dan'’y maka
pCk = PQRS,

NP = N©Q) = = NS =p
dengan P,Q,R,S adalah ideal prima berbeda dari
Cx.

(ii). Jl'ka(_—p]} =(1—p7} = danp=2x2+ 2xy+ +9)?

untuk suatu bilangan bulat x dany maka

pCk = PQ
NP = N = r?
dengan P, Q adalah ideal prima berbeda dari C.
(iii). Jlka(—] =-1, (p] =1 maka

pCK PQ.NP) = NQ) =
dengan P,(Q adalah ldeal prima berbeda dari Cx.

(iv).Jika(_—pl] =1, (l—p' = ~1 maka
FCK = PQR
NP = N(Q) =
M&-p

dengan P,Q,R adalah ideal prima berbeda dari
Ci
). Jlka(—] —(5 = ~1 maka

rCg = P, N(P) = ¢*
dengan P adalah ideal prima dari C.
(vi). 2C = F? N(P) = 22, P adalah ldealprlma
ii). 17Cy = PGR? NPy = N(Q) = NR) =
dengan P,Q,R adalah ideal prima berbeda dari
Cy.

Lemma 3.2.2 Jika p prima untuk suatu bilangan
bulat x dan 'y dengan (_—SP] = -1, maka
(i).Ky=Te p=x2+ 17y2

(ii). K, = A2 & p=2x%+ 2xy+ 92

(iii). Ky = A= A3 p=3x2+ 2xy+ 6)?
Bukti. Menggunakan Definisi 2.1.4, dan Lemma
321

Definisi 3.2.1 Untuk s> 1 dan g, 7 €{-1, + 1}
didefinisikan

]
Aens)= 1| (+971
p#217 B
(p)=el=n
dan
]
Eens)= || (1-297°
p#217 B
(p)=el=n

selanjutnya hanya akan dituliskan A4 41(S),
A41-1(S), .--berurutan dengan 4, (), £4(S),

Lemma 3.2.3 Unmk S > 1 maka

AE,.J,(S) _Ef:?(? dengang, 17 €{-1,+1}
, _Ei(29)
= ;+(S)’
dan
i Bi(2s)
BV (s)

Bukti Menggunakan definisi himpunan A pada
Definisi 3.2.1

Definisi 3.2.2 Untuk §> 1 fungsi Riemann Zeta
didefinisikan sebagai

Ilﬂ-—

Definisi 3.2.3 Misalkan p prima. Jika D adalah
bilangan bulat dengan D = 0atau1 (mod4)

dan (':—;) untuk s > 1 deret L-Dirichlet yang

dinotasikan dengan L didefinisikan
(o)
Lis.Dy = (1 - Py Yuntuks > 0

xs

Lemma 3.2.4 Untuks > 1 maka

(). (9=11-2(1-2) ' BL9P (B (P4 (3
1

0 s~ - (13T Efjifﬁ;f'&(so&( s

i I(s, 17) =(1-2) ;rj;l;t: {9 P P(s

. 25) 25

(iv). I(s, —68) ZB_LS)hi?S.‘a_(?S)aHS)

Bukti (i). Dengan menggunakan Definisi 3 2.2 dan

mengalikannya dengan (1 —= ]( 1 ——5 serta

menyubstitusikan pada Definisi 3 2.1

(i1). Menggunakan Definisi 3.2.3 dan Definisi 3.2.1
(iii). Menggunakan Definisi 3.2.3 dan Definisi
3.2.1

(iv). Menggunakan Definisi 3.2.1 dan Definisi
323

Lemma 3.2.5 Untuks > 1, maka
(). B_(sy*= I{s,- 4"y, 17)"
L(s,- 68)E‘__(25) (s)
(ii). B4 —(1——} Lis,-4)~1
145,17 qg 68)"1E_(25)2 (s)
(iii). By(s)* = (1 —%) Lis,- 4 s,17)7
L(s,-68)"1F,_(25)2 (s)
. 2 2
(1V).E_|+(S)4= ( 1 _—} ( 1 __} L'S',
L(s,17 us, 68)F- (25)“15‘ +2s5)72

4—(25)°2 (s)
Bukti Menggunakan Lemma 3.2.4.



Lemma 3.2.6 Untuk s > 1 berlaku n(d) adalah fundamental unit dari Q(vd)

1 1 1 3 £ —
s)=l1-55] [1-%=] BE_(4s) :jj j
B (25)°P4—(2s) ++<2s)2£‘+_<s>2£:+<s>4 WE =,
Bukti. Berdasarkan Definisi 3.2.2, perkalian suku I'L-:S CE< 0

di bawah semua ideal prima p, ada 7 kemungkinan.
Lalu menggunakan Lemma 3.2.1 kemudian dengan
mengalikan semua kemungkinan tersebut secara

Sehingga, h(-4) =1, h(17) =1, h(-68) = 4
dan berdasarkan tabel fundamental unit didapatkan

bersama-sama. N7 =4+y 17.
] _ enhd)  2m.1
Lemma 3.2.7 Untuk.5‘> 1 berlaku La.-4) = W(d)\/HJ - 4/1-4]
; 4 2T I

(). Bi+(s —(1_—] (1+—s] [1- —s] =207 [ |

L(s,- 4 ‘1L(s 17)Ls, - 68\E‘__(4S) 2hd) lognd

F (2516, 28 (s (57 yany =2 T
(ii). B4 (5)8 = (1——] (1 + L(s -4)3 2e1elog(4 +117)

LisAT)\s.~ 68\E__(4S)2E‘__(25) - J17

V(25" k(8)72 (5)3 - Zloga+yT) W
Bukti. (i). Dengan menggunakan Lemma 3.2.6. - \/ﬁ 9 v
dan Lemma 3.2.5 bagian (iii) Zﬂh(d) 2o 4
(ii).Menggunakan Definisi 2.4.2, Teorema 2.1.1, L(1,-68) = == ———
Definisi 3.2.1, Lemma 3.2.5(iv) dan Lemma 3.2.6. widy/|d| 2\/|-68
e
serta Lemma 3.2.5(iii). = [
y17

Lemma 3.2.8 3211
; 32 Lemma 3.2.
D). B _ () (2)E4—(2\E44+(2) = 552 —
(_? (F)5-+(2)24~()E4+(5) = 249 _ B.(S)., 17YT7B._(5)2E.(2)E;—(2)
(ii). t (- 68) = 222 L (2\By_(2 lim 2 (%)

F1(5F) = 32— +{(4)E4—(5) o 1+ By (S) 4tiog(4 + yT7)
Bukti.(i). Menggunakan Lemma 3.2.4 bagian (i) . . +
dan fungsi Riemann Zeta (Kenneth, 1999:182) Bukti. Dari Lemma 3.2.5 dengan §— 17 dan
(i1). Menggunakan Definisi 2.1.13 dan Definisi Lemma 3.2.10.

3.2.1 serta Lemma 3.2.8 (i)
Lemma 3.2.12
Lemma 3.2.9 hes) o, 24m 1424+ W17+ 17
T lim +( ', —)& = — log( 2 )
KS)| 1424+ W17+ Y17 s-T 1717
i | £ ) = omal 2 ) E_(4) B _(2)E.(2) By (2) 'Ly (2)2

Bukti. Dengan menggunakan  sifat lim (s - Bukti. Menggunakan Lemma 3.2.7 dan Lemma

o 329
1) (8) = 1(Siegel, 1961:53), Definisi 3.2.2
(regulator) dan sifat limit. Lemma 3.2.13
(|)j(A —68) 17J1 - +(2)E_p (2)
Lemma 3.2.10 (). I(1,-4) =% 2¢mlog 21+,
.. _ 3 2 s A2 171 +(2_)E—} @
(i) L(1,17) = 17'22(4+ V17) (ii). j(A%,-68) = 4rtlog(d+{17)
(iii). L(1,-68) = 7 Bukti (if). Menggunakan Akibat 2.1.2 dan
Bukti. Bentuk bilangan dari deret Dirichlet untuk Lemma 3.2.3 serta Lemma 3.2.11 .
suatu lapangan kuadratik QY \/a) dari diskriminan (f)- Menggunakan Definisi 2.1.12 dan Akibat 2.1.1
d diberikan oleh: serta dengan menerapkan Lemma 3.2.12.
2hid) logn(d) ..
| 1) 2979 Jikad> 0 Lemma 3.2.14
L(1 d I 2?1\.\/‘1?6{) 1 1+\/2+2\/ﬁ+\/ﬁ
Jikad < 0 E(l,-68) = Zlog( 7 )
NI 1 _
dengan + 716094+ 17)

h(d) adalah class number dari Q(vd)



E(AZ,—68) = _l|09(1 +\./2+.'2/17+ \/17)

4
1 _
+ 5gl0g(4+yT7)

Bukti. (i). Menggunakan Definisi 2.1.13 dan
Lemma 3.2.10 (ii). untuk 7= 2, serta
menggunakan Lemma 3.2.13 untuk A" €K dengan
r=0123

Teorema 2 Nilai dari integral eliptik lengkap

pertama pada moduli singular K = \/ﬁ dalam
deret Fungsi Gamma adalah

3 ¢a
|1

9 : ! | - - -68
2717 - 9 1412 42977+ VT g mns

=1
Bukti. Menggunakan Teorema 2.6.1(b), Definisi
2.1.13, Definisi 2.1.6 dan Lemma 3.2.14

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab
IIT, maka diperoleh kesimpulan bahwa nilai dari
integral eliptik lengkap pertama pada moduli

singular k = /17 adalah

3 ¢a
|1

9 : ! | - - -68
27 V1T - 9 1412 42977+ VT g mne

n=1
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