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DINAMIKA PROBLEMA PENYAKIT

MALARIA

Junliade Sinaga

Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis sistem dinamik penyakit malaria,
menentukan titik kesetimbangan bebas penyakit malaria dan kestabilannya. Den-
gan menggunakan program MATLAB, dapat digambarkan grafik titik kesetimban-
gan bebas penyakit malaria dan tiga jenis kestabilannya yaitu stabil berdasarkan
teori stabilitas Lyapunov, stabil asimtotik, dan tidak stabil. Model penyakit malaria
yang digunakanadalah model Chitnis. Hasil penelitianmenunjukkanbahwa titik ke-
setimbangan bebas penyakit xdfe memiliki keadaan stabil berdasarkan Lyapunov,
stabil asimtotik tetapi tidak memiliki keadaan tidak stabil. Hal ini karena nilai
angka reproduktif R0 selalu berada diantara 0 dan 1 yang berarti stabil, sedangkan
keadaan tidak stabil jika R0 > 1.

1. PENDAHULUAN

Malaria merupakan satu jenis penyakit infeksi tertua yang mulai ber-
jangkit di Mesir, India, dan Cina. Penyakit malaria ditularkan melalui
gigitan nyamuk Anopheles yang menginfeksi protozoa dari genus Plas-
modium yang hidup dan berkembang biak dalam sel darah manusia.
Penyakit malaria termasuk dalam sepuluh penyakit paling berbahaya
di dunia sebab telah banyak merenggut nyawa manusia setiap tahun-
nya. Manusia yang terinfeksi malaria umumnya berada di kawasan
tropis dan subtropis. Terdapat 500 juta penduduk dunia telah terin-
feksi penyakit ini, dengan 1-2 juta meninggal setiap tahunnya. Menu-
rut The World Malaria Report 2010, sebanyak lebih dari 1 juta orang
termasuk anak-anak setiap tahun meninggal akibat malaria dimana
80% kematian terjadi di Afrika, dan 15% di Asia.

Diantara hubungan nyamuk malaria dan manusia, terdapat suatu
titik kesetimbangan dimana sudah tidak ditemukan penyakit. Titik
kesetimbangan dapat diperoleh apabila tidak terdapat manusia yang
terkena, terinfeksi, sembuh, nyamuk yang terkena dan terinfeksi. Pada
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titik kesetimbangan terdapat keadaan stabil. Teori stabilitas Lyapunov
dapat digunakan untuk membuktikan titik kesetimbangan dan kestabi-
lan antara hubungan nyamuk malaria dan manusia. Dengan menggu-
nakan program MATLAB, dapat digambarkan grafik titik kesetimba-
ngan bebas penyakit malaria dan tiga jenis kestabilannya yaitu stabil
berdasarkan teori stabilitas Lyapunov, stabil asimtotik, dan tidak sta-
bil.

2. LANDASAN TEORI

Berikut ini skema penyakit malaria:
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Dari skema di atas, diperolehlah sistem persamaan berikut:

dSh

dt
= Λh + ψhNh + ρhRh − λh(t)Sh − fh(Nh)Sh

dEh

dt
= λh(t)Sh − vhEh − fh(Nh)Eh

dIh

dt
= vhEh − γhIh − fh(Nh)Ih − δhIh

dRh

dt
= γhIh − ρhRh − fh(Nh)Rh

dSv

dt
= ψvNv − λv(t)Sv − fv(Nv)Sv (2.1)

dEv

dt
= λv(t)Sv − vvEv − fv(Nv)Ev
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dIv

dt
= vvEv − fv(Nv)Iv

dNh

dt
= Λh + ψhNh − fh(Nh)Nh − δhihNh

dNv

dt
= ψvNv − fv(Nv)Nv

dimana:
Sh : Banyaknya manusia yang rentan pada waktu t
Eh : Banyaknya manusia yang terkena pada waktu t
Ih : Banyaknya manusia yang menularkan pada waktu t
Rh : Banyaknya manusia yang sembuh pada waktu t
Nh : Total populasi manusia pada waktu t
Sv : Banyaknya nyamuk yang rentan pada waktu t
Ev : Banyaknya nyamuk yang terkena pada waktu t
Iv : Banyaknya nyamuk yang menularkan pada waktu t
Nv : Total populasi nyamuk pada waktu t
Λh : Laju imigrasi manusia
ψh : Laju kelahiran manusia per kapita
ψv : Laju pertumbuhan nyamuk per kapita
σv : Banyaknya seekor nyamuk menggigit manusia per unit

waktu
σh : Maksimum nyamuk dapat menggigit manusia per unit

waktu
vh : Laju perubahan keadaan manusia yang terkena menjadi

manusia yang menularkan per kapita
vv : Laju perubahan keadaan nyamuk yang terkena menjadi

nyamuk yang menularkan per kapita
γh : Laju kesembuhan manusia yang menularkan menjadi

manusia yang sembuh per kapita
δh : Laju kematian manusia yang disebabkan penyakit per

kapita
ρh : Laju manusia kehilangan imunitas per kapita
βhv : Probabilitas penyebaran penyakit dari nyamuk yang

menularkan kepada manusia yang rentan
βvh : Probabilitas penyebaran penyakit dari manusia yang

menularkan kepada nyamuk yang rentan
bh : Laju penyakit pada manusia
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β̃vh : Probabilitas penyebaran penyakit dari manusia yang
sembuh kepada nyamuk yang rentan

µ1h : Laju kematian manusia pada daerah bebas
µ2h : Laju kematian manusia pada daerah tidak bebas
µ1v : Laju kematian nyamuk pada daerah bebas
µ2v : Laju kematian nyamuk pada daerah tidak bebas
fh(Nh) : Tingkat kepadatan per kapita terhadap kematian dan

emigrasi manusia
fv(Nv) : Tingkat kepadatan per kapita terhadap kematian nya-

muk

Dengan membandingkan ukuran populasi tiap status dengan total pop-
ulasi akan diperoleh sistem persamaaan berikut:

deh
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=
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Nh

(
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=
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(2.2)

dev

dt
=
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div
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=
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(
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− iv
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)

Setelah sistem persamaan (2.2) diselesaikan, maka diperoleh:

deh

dt
=

σvσhNvβhviv

σvNv + σhNh

(1 − eh − ih − rh) − (vh + ψh +
Λh

Nh

)eh + δhiheh

dih

dt
= vheh − (γh + δh + ψh +

Λh

Nh

)ih + δhi
2
h

drh

dt
= γhih − (ρh + ψh +

Λh

Nh

)rh + δhihrh

dNh

dt
= Λh + ψhNh − (µ1h + µ2hNh)Nh − δhihNh (2.3)
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dev

dt
=

σvσhNh

σvNv + σhNh

(βvhih + β̃vhrh)(1 − ev − iv) − (vv + ψv)ev

div

dt
= vvev − ψviv

dNv

dt
= ψvNv − (µ1v + µ2vNv)Nv

dengan
eh = ukuran manusia terkena pada waktu t
ih = ukuran manusia terinfeksi pada waktu t
rh = ukuran manusia yang sembuh pada waktu t
Nh = total populasi manusia pada waktu t
ev = ukuran nyamuk terkena pada waktu t
iv = ukuran nyamuk terinfeksi pada waktu t
Nv = total populasi nyamuk pada waktu t

Persamaan 2.3 memiliki domain,

D =








eh

ih
rh

Nh

ev

iv
Nv




∈ R
7;

eh ≥ 0,
ih ≥ 0,
rh ≥ 0,

eh + ih + rh ≤ 1,
Nh ≥ 0,
ev ≥ 0,
iv ≥ 0,

ev + iv ≤ 1,
Nv > 0





yang dinotasikan x = (eh; ih; rh;Nh; ev; iv;Nv). Titik kesetimbangan
diperoleh jika eh = ih = rh = ev = iv = 0.
Teorema 2.1. Sistem persamaan 2.3 mempunyai tepat sebuah titik

kesetimbangan, xdfe = (0; 0; 0;N∗

h ; 0; 0;N∗

v ) dimana tidak ada penyakit

pada populasi.

Dengan menyubstitusikan nilai eh = ih = rh = ev = iv = 0 ke
persamaan 2.3, diperoleh

N∗

h =
(ψh − µ1h) +

√
(ψh − µ1h)2 + 4µ2hΛh

2µ2h

danN∗

v =
ψv − µ1v

µ2v

(2.4)

Parameter yang umum pada model penyakit adalah angka re-
produktif, dinotasikan dengan R0 yang menyatakan banyaknya infeksi
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yang dihasilkan dari seorang manusia atau seekor nyamuk selama masa
penyakit menular dimana diasumsikan bahwa semua individu (manusia
atau nyamuk) yang lain rentan. R0 didefinisikan sebagai

R0 =
√
KvhKhv (2.5)

Keterangan:
R0 = angka reproduktif
Kvh = banyaknya manusia yang terinfeksi dari seekor nyamuk

jika semua manusia termasuk dalam keadaan rentan
Khv = banyaknya nyamuk yang terinfeksi dari seorang manusia

jika semua nyamuk termasuk dalam keadaan rentan
Dimana:
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(2.6)

Teorema 2.2. Titik kesetimbangan bebas penyakit,xdfe,adalah lokal

stabil asimtotik jika R0 < 1 dan tidak stabil jika R0 > 1.
Definisi 2.1. Misalkan sistem dinamik memenuhi ẋ = f(x, t) dengan

x(t0) = x0 dan x ∈ R
n. Sistem dinamik tersebut memiliki titik kese-

timbangan x∗ = 0 adalah stabil pada t = t0 jika untuk setiap ε > 0
terdapat δ(t0, ε) > 0 sehingga

‖x(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ǫ, ∀t ≥ t0

3. METODE PENELITIAN

Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini yaitu:

1. Menjelaskan penyebab malaria, hubungan manusia dan nyamuk.

2. Menentukan model matematis menggambarkan hubungan antara
manusia dan nyamuk.

3. Menjelaskan definisi titik kesetimbangan bebas penyakit malaria
dan kestabilan.

4. Menjelaskan definisi teori stabilitas Lyapunov.

5. Menggambarkan grafik dengan menggunakan MATLAB.
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6. Membuat kesimpulan.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Grafik Titik Kesetimbangan

Misalkan nilai ψh = 7, 666.10−5 , Λh = 3, 285.10−2 , dan ψv = 0, 4
disubstitusikan ke persamaan 2.4 yaitu populasi manusia dan nyamuk.

Gambar 1: Titik kesetimbangan dari model penyakit malaria Chitnis

Perhatikan bahwa populasi manusia dipengaruhi populasi nya-
muk. Pada saat laju kematian bernilai nol, populasi nyamuk sangat
banyak sedangkan populasi manusia sedikit. Semakin besar laju ke-
matian, maka populasi nyamuk semakin sedikit. Hal ini terjadi karena
salah satu faktor yang mempengaruhi populasi suatu individu, manu-
sia atau nyamuk adalah laju kematian.

2.Grafik Kestabilan Berdasarkan Lyapunov

Suatu sistem disebut stabil berdasarkan Lyapunov jika angka repro-
duktif R0bernilai 0. Pada gambar 4.2 dimisalkan nilai vv = 2, vh = 4,
µ1h = 2, µ2h = 5, µ1v = 2, µ2v = 6, σh = 15, βhv = 0, 7, βvh = 0, 2,
˜βvh = 0, 1, δh = 7, ρh = 5, γh = 3.

Perhatikan bahwa semakin banyak individu yang rentan maka
angka reproduktif akan bernilai 0 dimana menurut Lyapunov hal ini
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Gambar 2: Titik kestabilan berdasarkan Lyapunov

adalah keadaan stabil.

3.Grafik Stabil Asimtotik

Stabil asimtotik adalah keadaan dimana angka reproduktif, R0 < 1.
Pada gambar 4.3 diasumsikan nilai vv = 0, 091, vh = 0, 1, µ1h =
1, 6.10−5, µ2h = 3.10−7, µ1v = 0, 033, µ2v = 2.10−5, σv = 0, 5, σh = 19,
βhv = 0, 022, βvh = 0, 48, ˜βvh = 0, 048, δh = 9.10−5, ρh = 5, 5.10−4,
γh = 0, 0035 disubstitusikan ke persamaan 2.5.

Gambar 3: Grafik Titik Stabil Asimtotik
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Perhatikan bahwa semakin besar angka reproduktif berarti in-
feksi semakin banyak mengakibatkan populasi manusia dan nyamuk
semakin sedikit. Sebaliknya jika angka reproduktif semakin kecil maka
populasi manusia dan nyamuk semakin banyak. Hubungan angka re-
produktif terhadap populasi manusia dan nyamuk adalah berbanding
terbalik.

4.Grafik Titik Tidak Stabil

Keadaan tidak stabil adalah keadaan dimana terdapat penyakit dalam
populasi. Jika maka terdapat sedikitnya satu titik kesetimbangan en-
demik. Untuk gambar 4.4 diasumsikan vv = 0, 083, vh = 0, 1, µ1h =
8, 8.10−6, µ2h = 2.10−7, µ1v = 0, 033, µ2v = 4.10−5, σv = 0, 33,
σh = 4, 3, βhv = 0, 022, βvh = 0, 24, ˜βvh = 0, 024, δh = 1, 8.10−5,
ρh = 2, 7.10−3 , γh = 0, 0035 disubstitusikan ke persamaan 2.5. Se-
hingga diperoleh grafik berikut.

Gambar 4: Grafik Titik Tidak Stabil

Perhatikan bahwa hubungan antara angka reproduktif terhadap
populasi manusia dimana syarat suatu keadaan dikatakan tidak stabil
jika angka reproduktifnya lebih dari satu. Pada grafik di atas terlihat
bahwa angka reproduktif tertinggi berada diantara 3 dan 3,5. Angka
reproduktif menurun hingga berada di antara 1 dan 1,5. Angka repro-
duktif menyatakan banyak infeksi, sehingga pada grafik tersebut jika
infeksi semakin kecil maka populasi semakin banyak sebaliknya jika
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angka reproduktif semakin besar maka populasi manusia dan nyamuk
semakin sedikit. Hal ini dapat terjadi karena banyaknya infeksi yang
ada berbanding terbalik dengan populasi manusia.

5. KESIMPULAN

Pada model penyakit malaria yang diteliti, terdapat empat status atau
keadaan manusia yaitu status rentan, terkena, terinfeksi dan sem-
buh. Sedangkan pada nyamuk terdapat tiga status yaitu status rentan,
terkena dan terinfeksi. Terdapat suatu titik kesetimbangan dimana
tidak terdapat penyakit yaitu xdfe. Titik kesetimbangan dapat diper-
oleh jika eh = ih = rh = ev = iv = 0 . Pada titik kesetimbangan
tersebut, terdapat kestabilan. Kestabilan dapat diketahui dari angka
reproduktif. Angka reproduktif memiliki hubungan dengan populasi
manusia dan nyamuk dan laju kematian. Angka reproduktif dapat
bernilai lebih kecil dari 1 dan lebih besar dari 1 yang berarti titik ke-
setimbangan bebas penyakit dapat disebut stabil asimtotik dan tidak
stabil.
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