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ABSTRAK
Tujuan dari tulisan ini ada/ah untuk menjelajahi transformasi yang terbentuk dari Deret fourier alih-alih
dari integral Fourier. Sifat yang diselidiki di sini ditelusuri menurut jalan cerita dari transformasi
Fourier, misalnya transformasi turunan dan integral, konvolusi, serta turunan dan integral dari hasil
transformasi. Juga dibicarakan deret Fourier kompleks yang melahirkan transformasi yang
merupakan versi spektrum diskret dari transformasi Fourier kompleks. Setelah itu perolehannya akan
dibandingkan sehingga analogi masing-masing akan semakin jelas.
Kata Kunci: Transformasi Deret fourier, Transformasi Integral Fourier. Fourier Kompleks.

ere! Fourier Nyata dan Transformasinya
efinisi dan Sifat
8mbicaraan tentang deret Fourier berangkat
,ri teorema di bawah ini yang dikemukakan
eh G. LDirichlet.
~orema A.1. Rumus deret Fourier dari
ungsi Berperiode 2L. (Lipschitz, 1974).

Bila f(x} fungsi periodik dengan periode 2L
yang kontinu sepotong dan memiliki turunan
kanan dan kiri pada interval [-L, L] serla
turunan perlama dan ke dua f kontinu di [
L,L], maka berlaku hubungan:

x)=a o +~(anCOS(nnX+bnSin(n:}) (1)

mana:

ao =_I f f(x 'px (2)
2L l L

In =i Ief(X)cot:}dX , n=1,2, ... (3)

n= i Ie f(x)sin( n~7 }dX, n= 1,2,... (4)

~cuali ruas kanan (1) untuk x titik tidak kontinu
jalah rata2 limit kiri dan limit kanan dari f.

B. Bila deret berbentuk (1) konvergen
ltuk x pada interval [-L,L] maka deret ini
)nvergen untuk seluruh bilangan nyata x,
,rintegral untuk sembarang interval, serla
~rsifat periodik dengan perioda 21.. Di samping
j rumus (2), (3), dan (4) berlaku.

)8

Rumus (1) disebut uraian deret Fourier untuk
f(x) , dan Rurnus (2). (3), dan (4) diseGu: r~~,-,us

Euler.
a. Misalkan L bilangan nyata positif.

Sebuah fungsi f:m-.m dikatakan sebuah fungsi
L bila f periodik dengan perioda 2L. kontinu
sepotong-sepotong, dan memiliki turunan kanan
dan kiri pada interval [-L,L], serla turunan
perlama dan ke dua f kontinu di [-L,L].

b. Misalkan f dan 9 dua fungsi-L. maka f
dan 9 dikatakan ekuivalen L bila mereka
memiliki titik-titik tidak kontinu yang sama serla
bernilai sama di setiap titik kontinu.Himpunan
semua fungsi-fungsi yang ekuivalen dangar: f
disebut kelas ekuivalen dari f dan ditulis [~L'

Subskrip L dibuang bila sudah jelas menjadi [f].
Sebuah anggota dari [f 1disebut sebuah wakil
dari [f].

C. Sebuah barisan berdomain bilangan
bulat adalah fungsi dari himpunan semua
bilangan bulat Z ke himpunan semua bilangan
nyata m.

d. Misa!kaf1 l se"'121: bilangan nyata
positif, sebuah barisan-L adalah barisan
berdomain bilangan bulat yang berbentuk
berbentuk (2), (3), dan (4) pada teorema 1. Jadi
bila c sebuah barisan-L maka c(O) = ao. c(n) = an
untuk n>O serla c(n) = bon untuk n<O. Untuk
selanjutnya sebuah barisan-L akan ditulis
sebagai pasangan barisan (a,b) di mana a =
(aO.a"a2,"') dan b = (b"b2.... ).
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Akibat A.2. Misalkan L bilangan nyata positil.
3ka terdapat hubungan satu-satu F antara kelas
las ekuivalen [I k dari lungsi-Iungsi terintegral I
,rperiode 2L dengan barisan-barisan-L c = (a,b).

Bukti. Diberikan sebuah barisan-L (a,b), maka
nus untuk memperoleh sebuah wakil dari kelas
uivalen yang menghasilkan barisan-L (a,b) adalah
nus uraian Fourier (1). Sebaliknya diberikan
buah kelas ekuivalen [I J, maka rumus untuk
=mperoleh (a,b) dari I(x) adalah rumus-rumus Euler
),(3),(4). Barisan-L yang didapat tidak bergantung
Ida wakil yang dipilih. Se/esai.

Definisi A.3. Misalkan I sebuah lungsi-L dan
adalah hubungan satu-satu pada Akibat 1. Maka
[I]) untuk selanjutnya ditulis F(f) saja. Dalam hal ini
f)=(F,(f),F2(f)) di mana F,(f) = (aO,a"a2,"') dan F2(f)
(b"b2,... ). F disebut Transformasi Deret fourier dari

!orema A.3. Sifa-sifat Transformasi Deret
)urier.
F(af+pg) = aF(f) + PF(g) untuk setiap konstanta a

In p nyata (Silat Linier)
Bila F(f) = (a,b) maka F(I .) = (a',b') di mana: a'o=

:2L){I(L-)-I(-L+)},
, = U(nrr) bo untuk n>O, serta b'o = -(nrr/L) ao untuk
'0, yaitu (a'o,b'o) = nrr/L (bo,-ao). Dengan kata lain F(I
= (a',b') = nrr/L (b,-a) + (c,O) di mana c adalah

Irisan yang hanya boleh tak not di Co = 1/(2L){I(L-)
L+)}.
F(!o"l(t)dt) = (a',b') di mana (a'o,b'o) = U(nrr) (

,ao) untuk n=1 ,2, ... serta nilai a'0 adalah konstanta
mbarang:

Misalkan 1+ 9 = (1/L)LL'i(P)g(x-p) dp. Misalkan
I+g) = (aA,bA), F(f) = (a,b), dan F(g) = (a·,b·). Maka
0= 2aoa'o dan untuk n>O berlaku aAo= aoa'o- bob'o
rta bl\n = bna*n + anb*n.

Catalan: 1+ 9 di atas disebut konvolusi dari I
In 9 sekalipun delinisi aslinya seharusnya adalah
I+g) = F(f)F(g) di mana F adalah translormasi
Itegral) Fourier dan di sini tidak diperoleh silat
rupa.

Bukti.
A. Mengingat integral bersilat linier, yaitu

Ituk sembarang lungsi I dan 9 yang terintegral di [
-J, J'LL(al(x)+pg(x)) dx = aLL'i(x)dx + Pi'LLg(x)dx, silat
terwarisakan pada rumus-rumus Euler.

B. Pertama a'o = 1/(2L) LL'i '(x) dx =
1/(2L) [1(x)I.LL = Lim HO. u>O 1/(2L) [f(x)I.L,uL.u =
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Lim u->o, u>O 1/(2L){I(L-u)-f(-L+u) = 1/(2L){I(L-)-I(
L+)}.

Kemudian untuk n>O, a'o = (1/L) LLLI '(x)
cos (nrr/L)x dx. Bila u = cos (nl1/L)x dan dv = I
'(x) dx, maka du = -f)rr1L sin (nrr/L)x dx serla v =
I(x). Maka a'o = (UVI·LL - LLLVdu = [cos (nrr/L)x
l(x)I.LL + nll/L LL'i(X) sin (nl1/L)x dx = nrr/L LLLI(x)
sin (nrr/L)x dx = nrr/L boo

Terakhir untuk n>O, b'o = (1/L) LL'i'(X) sin
(nrr/L)x dx. Bila u = sin (nl1/L)x dan dv = I '(x) dx,
maka du = nll/L cos (nl1/L)x dx serta v = I(x).
Maka b'o = (uvi-LL - LLLVdu = [sin (nrr/L)x l(x)I.LL 
nll/L LLLI(x) cos (nrr/L)x dx = -nrr/L LLLI(x) cos
(nrr/L)x dx = -nrr/L ao.

C. Misalkan g(x) = Jo'f(t)dt. Maka 9
adalah sebuah anti turunan I, yaitu 9 adalah
sebuah fungsi yang bersilat g' = I. Misalkan F(f)
= (a,b) dan F(g) = (a·,b·). Maka menurut bagian
B, a'o = 1/(2L){G(L-)-G(-L+)} untuk suatu anti
turunan G dari g. Nilai a'o tidak bergantung
pada pilihan G, jadi hanya bergantung pada I.

Mengingat menurut B, (ao,bo) = nl1/L
(b'o,-a'o) untuk n>O, maka haruslah (a'o,b'o) =
L/(nrr) (-bo,ao) untuk n>O.

D. Pertama aAo = 1/(2L) LLL(I +g)(x) dx =
1/(2L) LLL(1/L)J.L'i(P)g(x-p) dp dx = 1/(2L2

) LLLL
LLI(p)g(x-p) dp dx = 1/(2L2

) LLLLL'i(P)g(x-p) dx dp.
Misalkan q = x-p, maka dq = dx dengan asumsi
p konstan. Maka integral itu menjadi
1/(2L2)LLLLL.,'·PI(p)g(q) dq dp = 1/(2L2

) LL'i(P) dp
LLLg(q) dq =
1/(2L2

) LLLI(p) dp LLLg(q) dq = 2{1/(2L) LL'i(P) dp
1/(2L)LLLg(q) dq} = 2aoa·0.

Ke dua, bila n>O, aAo = (1/L) LLL(f +g)(x)
cos (nrr/L)x dx =
(1/L) !.cL(1/L)LL'i(P)g(x-p) dp cos (nrr/L)x dx =
(1/L2

) LLLLL'i(P)g(x-p) cos (nl1/L)x dp dx = (1/L2
) L

LLLL'i(P}g(x-p) cos (nl1/L)x dx dp. Seperli tadi,
misalkan q = x-po Maka x = p+q. Karena cos
(nl1/L)x = cos (nl1/L)(p+q) = cos (nl1/L)p cos
(nl1/L)q - sin (nl1/L)p sin (nrr/L)q, maka integral di
atas menjadi (1/L2

) LLLLL.,"PI(p)g(q){cos (nrr/L)p
cos (nrr/L)q - sin (nl1/L)p sin (nrrlL)q) dq dp =
(1/L2

) LLLLL'i(p}g(q){cos (nrr/L)p cos (nrr/L)q - sin
(nrr/L)p sin (nrrlL)q) dq dp = (1/L2

) LLLL
L'i(P)g(q)cos (nrrlL)p cos (nl1/L)q dq dp _(1/L2

) L
LL sin (nrrlL)p sin (nrr/L}q) dq dp = (1/L) LLL(I (p)
cos (nrr/L)p dp (1/L) LLLg(q) cos (nrrlL)q dq -
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(1/L) LLL(f (p) sin (n1l/L)p dp (1/L) LLLg (q) sin
(n1l/L)q dq = aoa*0 - bob*o.

Terakhir, bila n>O, aAo= (1/L) LLL(f +g)(x)
sin (n1l/L)x dx =
(1/L) LLL(1/L)LL'i(P)g(x-p) dp sin (n1l/L)x dx =
(1/L') LLLLL'i(P)g(x-p) sin (n1l/L)x dp dx = (1/L') L
LLLL'i(P)g(x-p) sin (n1l/L)x dx dp. Seperti tadi,
misalkan q = x-po Maka x = p+q. Karena sin
(n1l/L)x = sin (n1l/L)(p+q) = sin (n1l/L)p cos
(n:TriL)q + cos (n1l/L)p sin (n1l/L)q, maka integral
di atas menjadi (1/L') LLLLL_pL-Pf(p)g(q){sin
(n1l/L)p cos (n1l/L)q + cos (n1l/L)p sin (n1l/L)q) dq
dp = (1/L') LLLLLLf(p)g(q){sin (n1l/L)p cos (n1l/L)q
+ cos (n1l/L)p sin (n1l/L)q) dq dp = (1/L') LLLL
LLf(p)g(q)sin (n1l/L)p cos (n1l/L)q dq dp +(1/L') L
LL cos (n1l/L)p sin (n1l/L)q) dq dp = (1/L) LLL(f (p)
sin (n1l/L)p dp (1/L) LLLg(q) cos (n1l/L)q dq +
(1/L) LLL(f (p) cos (n1l/L)p dp (1/L) LLLg (q) sin
(n1l/L)q dq =boa*o + anb*o. Selesai.

Sifat D dari teorema di atas
memperlihatkan bahwa pada transformasi deret
Fourier operasi + yang biasa digunakan dalam
transformasi Laplace tidak memberikan sifat
konvolusi yang biasa. Sekalipun demikian, sifat
ini amat berguna ketika yang dihadapi adalah
fungsi-fungsi genap atau fungsi-fungsi ganjil.
Untuk ini diperlukan definisi dan teorema berikut
ini.

Definisi A.5. Misalkan f:S---+~ sebuah
fungsi di mana S<:::~. Fungsi f dikatakan genap
apabila f(-x) = f(x) untuk setiap xE91, sedangkan
f dlkatakan ganjil bila f(-x) = -f(x) untuk setiap
XE91.

Teorema A.4. Misalkan f sebuah fungsi
L dan F(f) = (a,b). Bila f ganjil maka a
merupakan barisan nol, sedangkan bila f genap
maka b merupakan barisan nol.

Calalan: Transformasi sebuah fungsi
genap biasa disebut tran.sformasi Deret fourier
Kosinus, sedangkan transformasi fungsi ganjil
dlsebut transformasi Deret fourier Sinus.

Bukti. Misalkan f ganjil. Maka ao =
1/(2L)LL'i(x)dx = 1/(2L){LLOf(x)dx + fo'i(x)dx} =
1/(2L){fo'i(-x)dx + fo'i(x)dx} = 1/(2L){-fo'i(x)dx +
fo'i(x)dx} = O. Untuk n>O, ao = 1ILLL'i(x)cos
(n1l/L)x dx = 1IL{LL°f(x) cos (n1l/L)x dx + foLf(x)
cos (n1l/L)x dx) = 1/L{foLf(-x} cos (n1l/L)(-x) dx +
foLf(x) cos (n1l/L)x dx) = 1/L{foL-f(x) cos (n1l/L)x
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dx + fo'i(x) cos (n1l/L)x dx) = 1IL{-fo'i(x) cos
(n1l/L)x dx + fo'i(x) cos (n1l/L)x dx) = O.

Sekarang misalkan f genap. Maka untuk
n>O, bn=1/LLL

Lf(x)sin (n1l/L)x dx =1/L{LLof(x) sin
(n1l/L)x dx + fo'i(x) sin,(n1l/L)x dx} = 1/L{foLf(-x)
sin (n1l/L)(-x) dx + foLf(x) sin (n1l/L)x dx) =
1IL{foLf(x)[-sin (n1l/L)x] dx + fo 'i(x) sin (n1l/L)x dx)
= 1IL{-foLf(x) sin (n1l/L)x dx + foLf(x) sin (n1l/L)x
dx) = O. Selesai.

Akibat A.5. Misalkan f dan 9 fungsi
lungsi-L, F(f) =(a,b), F(g) =(a*,b*), dan F(f+g) =
(aA,bA).
a. Bila 1dan 9 genap maka I+g genap dan aAo =
2aoa*0 serta aAo=aoa'c untuk n>O.
b. Bila 1dan 9 ganjil maka f+ 9 genap dan aAo =°serta aAo= -bob\ untuk n>O.
c Bila 1genap dan 9 ganjil maka f+ 9 ganjil dan
b/\n= anb*n.
d. Bila f ganjil dan 9 genap maka f+ 9 ganjil dan
b/\n= bna*n·

Bukti.
a Bila f dan 9 masing-masing genap, maka F(f)
= (a,O) dan F(g) = (a*,O). Menurut teorema
A.1.3, aAo =2aoa*0 serta aAn =aoa*o. Sedangkan
bA

0 =°untuk n > O.
b. Bila f dan 9 masing-masing ganjil, maka F(f)
= (O,b) dan F(g) = (O,b*). Menurut teorema
A.1.3, aAo = 2·0·0 = 0 serta F(f+g) = (-bob*o,O).
Jadi aA

0 = -bob*o. Sedangkan bA
0 =0 untuk n >

O.
C. Bila 1genap dan 9 ganjil maka F(f) =(a,O) dan
F(g) = (O,b*). Menurut teoreiTI<l A.t.3, bA

O =
aob*o. Sedangkan aA

0 = °untuk n ;:, O.
d. Bila f ganjil dan 9 genap maka F(f) = (O,b)
dan F(g} = (a*,O). Menurut teorema A.1.3, bAn =
bna\. Sedangkan aAn = 0 untuk n ;:, O. Selesai.

Berikut ini adalah analogi masalah
turunan dan integral hasil transformasi.

Definisi A.G.. Misalkan c = (a,b) sebuah
barisan-L Turunan c adalah "'c = ("'a ,"'b) di
mana "'a adalah barisan "'ao = ao, serta untuk
n>O, "'an =ao-an_1 sedangkan "'b adalah barisan
"'b, = b

"
serta "'bn = bn-bo_1 untuk n>1.

Teorema A.G. Misalkan 1 sebuah fungsi
L, dan F(f) = (a,b). Bila g(x) adalah sebuah
lungsi-L yang bersilat F(g) = (a*,b*) di mana a*o
=0, a\ =an-1 untuk n>O, b*, =0, dan b\ =bn-1 ,

maka F(f-g) ='" F(f).
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Bukti. Misalkan h adalah deret Fourier
dengan koelisien 6 F(!). Maka h(x) = 6ao + L,=,~

[ 63, cos (nn/L)x + 6b, sin (nn/L)x 1= ao + b, sin
(n/L)x + L,=t [(a,-a,.,) cos (nn/L)x + (b,>,-bn)
sin ([n+1]n/L)x ] = ao + b, sin (n/L)x + Lo='~ [ a,
cos (nn/L)x + bo>, sin ([n+1]n/L)x ] . Ln='~ [ a,.,
cos (nn/L)x + bn sin ([n+1]n/L)x ] = I(x) - g(x) di
mana g(x) = Lo=t [ a,., cos (nn/L)x + b, sin
([n+1]n/L)x ]. Terlihat bahwa F(g) = (a',b') di
mana a'o = 0, a'n = a,., untuk n>O, b', = 0, dan
b'o = b"". Selesai.

Delinisi A.7. Misalkan e = (a,b) sebuah
barisan-L. Integral dari e adalah barisan ie yang
bersilat 6Ie = e.

Teorema A.7. Misalkan e = (a,b) sebuah
barisan-L. Misalkan Ie sebuah barisan-L. Maka
Ie adalah barisan c* di mana a'o = ao, b', = b"
a', = L,=o'an untuk k>O, b\ = L,=,'b, untuk k>1.

Bukti. Menurut teorema A6, 61F(!) = F(u
v) di mana u adalah deret Fourier berkoelisien
iF(!) dan v adalah deret berkoelisien iF(!) yang
telah diubah dan digeser sebagaimana
pengubahan koelisien I menjadi koelisien 9
pada teorema itu. Jadi ao = lao, b, = Ib" a, = la,
- Ian.' untuk n>O, serta bn = Ib, - Ibn." untuk n>O.
Maka Ie seeara keseluruhan dapat diketahui.
Tepatnya: la, = a,+lao = a,+ao, kemudian la2 =
a2+la, = a2+a,+aO, demikian seterusnya
sehingga didapat la, = L,=o'a, untuk k>O. Juga:
ib2 = b2+lb, = b2+b" kemudian Ib, = b,+lb2 =
b,+b2+Q." demikian seterusnya sehingga
didapat Ib, = L';"6'~untuk k>1. Selesai.

Berikut ini adalah sebuah teorema yang
menyangkut pergeseran lungsi atau shifting
pada lungsi asal.

Teorema A.B. Pergeseran Fungsi
Asal. Misalkan C konstanta nyata, f sebuah
fungsi-L serta g(x) = f(x+C) di mana F(!) = (a,b)
dan F(g) = (a',b'). Maka a'o = ao, serta untuk
n>O, a'o = a, cos (nn/L)C + bn sin (nn/L)C dan
b'o = b, cos (nn/L)C -a, sin (nn/L)C, yaitu
(a', b',)T = A(n) (a, b,)T dengan A(n) =

Bukti. Dengan perhitungan langsung a'0
= 1/(2L)LLLg(x)dx = 1/(2L)LLLg(x)dx = 1/(2L)L
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LLf(x+C)dx = 1/(2L)LL>cL+cf(x+C)d(x+C) = ao
mengingat I berperioda 2L.

Juga a'n = 1/LLL
Lg(x) cos (nn/L)x dx =

1/LLL'i(x+C) cos (nn/L)x dx = 1/LLL'i(x+C) cos
(nn/L)(x+C-C) dx. = 1/LLL>cL+cf(x+C) cos
(nn/L)(x+C-C) d(x+C) = 1/LLL>cL>cI(x+C) {cos
(nn/L)(x+C) cos (nn/L)C+ sin (nn/L)(x+C) sin
(nn/L)C) d(x+C) = cos (nn/L)C {1/L!.L>cL>cf(x+C)
cos (nn/L)(x+C)d(x+C)) + sin (nn/L)C{1/LL
L>cL+cf(x+C) cos (nn/L)(x+C)d(x+C)) = cos
(nn/L)C a, + sin (nn/L)C b,.

Dengan cara serupa, b'o = 1/LLL
Lg(x) sin

(nn/L)x dx = 1/LLL
Lf(x+C) sin (nn/L)x dx = 1/LL

L'i(X+C) sin (nn/L)(x+C-C) dx = 1/L!.L+cL>cf(x+C)
sin (nn/L)(x+C-C) d(x+C) = 1/LLL+cL+cf(x+C) {sin
(nn/L)(x+C) cos (nn/L)C -cos (nn/L)(x+C) sin
(nn/L)C) d(x+C) = cos (nn/L)C {1/LLL+c

L+cf(x+C)
sin (nn/L)(x+C)d(x+C)) -sm (nn/L)C{1/LL
L>cL>cI(x+C) cos (nn/L) (x+C)d(x+C)} = cos
(nn/L)C b, - sin (nn/L)C an. Selesai.

Teorema A.9. Pergeseran Hasil
Transformasi. Misalkan I sebuah fungsi-L
dengan F(!) = (a,b), M dan N bilangan-bilangan
asli >0 dan (a',b') adalah sebuah barisan
dengan a', = a,+M untuk n=O,1 ,2, ... serta b', =
b'+N untuk n=1,2,3, ... Misalkan pula F(2f(x) cos
(Mn/L)x) = (aA,bA), F(2f(x) sin (Mn/L)x) = (a',b'),
F(21(x) cos (Nn/L)x) = (a+,b+), dan F(2f(x) sin
(Nn/L)x) = (a",b"). Maka a'o = aAo, a', = (aA,_
b',,)/2, b', = (b+n + a",)/2.

Bukti. Misalkah F(2f(x) cos (Mn/L)x) =
(aA,bA) dan F(2f(x) sin (Mn/L)x) = (a',b'), serta
F(2f(x) cos (Nn/L)x) = (a+,b+) dan F(21(x) sin
(Nn/L)x) = (a",b").

Maka a'o = aM = 1/LLL
Lf(x)cos (Mn/L)x

dx = 1/(2L)LLL2f(x) cos (Mn/L)x dx = aAo.
Kemudian a', = a,+M = lILi'LL f(x)cos

[(n+M)n/L]x dx = lILi.L
L f(x)[cos (nn/L)x cos

(Mn/L)x - sin (nn/L)x sin (Mn/L)x] dx = lIL!.LL
f(x)cos (Mn/L)x cos (nn/L)x dx - 1/LLL

L I(x) sin
(Mn/L)x sin (nn/L)x dx = (1/2)[1/LLcL 21(x) cos
(Mn/L)x cos (nnlL)x dx] - (1/2)[1/LLL

L 2f(x) sin
(Mn/L)x sin (nn/L)x dx] = (1/2)a An-(1/2)b'n = (aAn
b'n)/2.

Terakhir, bOn = b"N = 1/LLL
L f(x)sin

[(n+N)n1L]x dx = 1/LLL
Lf(x)[sin (nn/L)x cos

(Nn/L)x + cos (nn/L)x sin (Nn/L)x] dx =
1/LLL

Lf(x) cos (Nn/L)x sin (nn/L)x dx + 1/Li.
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LL f(x) sin (Nrr/L)x cos (nrr/L)x dx =
(1/2)[1 ILLLL 2f(x) cos (Nrr/L)x sin (nrr/L)x
dx] + (1/2)[1/LJ.LL 2f(x) sin (Nrr/L)x cos
(nrr/L)x dx] = (1/2)b+n + (1/2)a"n = (b\ +
a"n)/2. Selesai.

Deret Fourier Kompleks dan
Transformasinya

Teorema B.1. Rumus Deret
fourier dari Fungsi Berperiode 2L.
A. Bila f(x) fungsi periodik dengan periode
2L yang kontinu sepotong-sepotong dan
memiliki turunan kanan dan kiri pada
interval [-L,L] serta turunan pertama dan
ke dua f kontinu di [-L, Ll. maka berlaku
hubungan:
f(x) = Ln~~~ c" e(n.n.lx
(1 )
di mana:
cn = (1/2L) LL'f(x)e·(n,}L)x dx, n=1,2, ....
(2)
kecuali ruas kanan (1) untuk x titik tidak
kontinu adalah rata2 limit kiri dan limit
kanan dari f.
B. Bila deret berbentuk (1) konvergen
untuk x pada interval [-L, L] maka deret ini
konvergen untuk seluruh bilangan nyata x,
terintegral untuk sembarang interval, serta
bersifat periodik dengan perioda 2L. Di
samping itu rumus (2) berlaku.

Catatan:
1. Rumus (1) disebut uraian deret Fourier
kompleks untuk f(x)
2. Rumus (2) disebut rumus Euler
kompleks

Definisi B.1. [1] him 611. Untuk
deret Fourier kompleks transformasinya
disebut transformasi deret Fourier
kompleks dan ditulis G serta barisan-L nya
disebut barisan-L kompleks serta fungsi-L
nya tetap disebut fungsi-L kompleks.

Teorema B.2. Sifat-sifat
Transformasi Deret fourier Kompleks.
A. G(af+~g) = aG(f) + ~G(g) untuk setiap
konstanta a dan ~ nyata (Sifat Linier)
B. Bila G(f) = c maka G(f .) = c' di mana
untuk n bilangan bulat c'n = (-1)"/(2L) [f(L-)
f(-L+)] + (inrr)/L cn.

2
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C. G(!o'f(t)dt) = c* di mana untuk n
bilangan bulat c*. = 1/(2inrr) (_1)"+1 [f(L-)
f(L+)] + U(inrr) cn.
D. Misalkan f+g = (1/2L)LL'f(P)g(x-p) dp.
Misalkan G(f+g ) = OA, G(f) = c, dan G(g) =
c*. Maka untuk n bilangan bulat berlaku
cl\n = Cnc*n.

Bukti.
A. Mengingat integral bersifat linier,

yaitu untuk sembarang fungsi f dan 9 yang
terintegral di [-L,Ll. LLL(af(x)+~g(x» dx = aL
c'f(x)dx + ~LLLg(x)dx, sifat ini terwarisakan
pada rumus Euler untuk deret Fourier
kompleks.

B. Kemudian untuk n>O, c'n =
1/(2L) LL'f '(x) e·(n,}L)x dx. Bila u = e·(nxlt)x
dan dv = f '(x) dx, maka du = -(inrr)/L e'
(n.n.lx dx serta v = f(x). Maka 2Lc'n = (uvl.LL
- LLLVdu = [e,(nxltlx f(x)I.LL +(inrr)/L LL'f(X) e'
;(n,}L)x dx = [e·,(mv\.)x f(x)I.LL + (2inrr) Cn = Lim

u->o. u>O [e·;!m"L)x f(x)I.L+uL·u + (2inrr) Cn = [e'
;!m"L)(L·) f(L-) _ e,;!nn/L)!.L+) f(-L+)] + (2inrr) Cn =

[e';" f(L-) - e'" f(-L+)] + (2inrr) cn. Jadi c'n =
1/(2L) [e·;n. f(L-) - e;nn f(-L+)] + (inrr)/L Cn =
1/(2L) (cos nrr) [f(L-)-f(-L+)] + (inrr)/L Cn =
(-1)"/(2L) [f(L-)-f(-L+)] + (inrr)/L Cn.

C. Misalkan g(x) = Jo'f(t)dt. Maka 9
adalah sebuah anti turunan f, yaitu 9
adalah sebuah fungsi yang bersifat g' = f.
Misalkan G(f) = c dan G(g) = C*. Maka
menurut bagian B, Cn = (-1 )"/(2L) [f(L-)
f(L+)] + (inrr)/L c*.. Maka c*n = 1/(2inrr) (
1)"+1 [f(L-)-f(-L+)] + U(inrr) cn.

D. Untuk n bilangan bu'lat, cAn =
(1/2L) L,'(f +g)(x)e"<n.n.)x dx =
(1/2L) L,' (1/2L)L,'f(p)g(X-p) dp e·(n.n.)x dx =
(1/4L2) L,'L,'f(p)g(X-p) e·(nxll)x dp dx =
(1/4L2

) L,'L,'f(p)g(X-p) e,(n,}Llx dx dp.
Misalkan q = X-po Maka x = p+q. Karena
e-i(nJtlL)x = e-i(rmJL)(p-tq) = e-i(nJtlL)Pe-i(nJtll)q, maka
integral di atas menjadi (1 14L2) LLLLl.,L·
'f(p)g(q){e';!n,}L)'e·;(nni,)q) dq dp = (1/2L) LLl(f
(p)e·(n,}L), dp (1/2L) L,'g (q)e·(n,}L)q dq =
c"c*n' Selesai.

Sifat 0 dari teorema di atas
memperlihatkan bahwa untuk deret
Fourier kompleks rumus konvolusi bekerja
sebagaimana biasanya pada transformasi
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Laplace. Berikut ini akan dibahas sifat-sifat
yang merupakan analogi turunan dan
integral hasil transformasi.

Definisi B.2. [1] 289. Misalkan c
sebuah barisan-L kompleks. Turunan dari
c adalah sebuah barisan /:,c dengan /:,co =
Co-Co., untuk bilangan bulat n.

Teorema B.3. Misalkan f sebuah fungsi
L, dan G(f) =c. Bila g(x) adalah sebuah fungsi-L
yang bersifat G(g) = c· di mana c'o = Co., untuk
n bilangan bulat, maka G(f-g) = /:, G(f).

Bukti. Misalkan h adalah deret Fourier
kompleks dengan koefisien /:'G(f). Maka h(x) =
" ro( AC e'(o,"L)Xj =" _ ro (c -c ) ei(o,"L)X] =" _L..n=-<o L:::. n L..n--«l n 1"1-1 L..n--

~ro coeilo,"L)x _ Lo=.~~ co.,eilo,"L)X = f(x) - g(x) di
mana g(x) = Lo=~~ co.,ei(o,"L)X. Terlihat bahwa
G(g) = C· di mana c'o = Co., untuk n bilangan
bulat. Selesai.

Definisi B.3. [1] 291. Misalkan c sebuah
barisan-L kompleks. Integral dari - c adalah
barisan-L kompleks sehingga dc = c.

Teorema B.4. Misalkan c sebuah
barisan-L kompleks. Misalkan !c sebuah
barisan-L kompleks. Maka !c berbentuk barisan
c· di mana c*0 = K konstanta sembarang, c'o =
K+Lo=,'Co untuk k>O dan c·o = K-Lo=,"Co untuk
k<O.

Bukti. Misalkan f adalah fungsi-L
sehingga G(f) =c. Menurut teorema B.3, dG(f) =
G(u-v) di mana u adalah deret berkoefisien IG(f)
dan v adalah deret berkoefisien IG(f) yang
digeser ke kiri satu langkah, yaifu indeks n diisi
oleh koefisien ke n-1. Jadi Co = !co - !co." Bila
untuk suatu n nilai !co diketahui, sebutlah !co =
K, maka !c diketahui dari rumus Co = !co - !co."
Tepatnya: !c, = c,+!co = c,+K, kemudian Ic, =
c,+!c, = c,+c,+K, demikian seterusnya sehingga
didapat !C, =K+Lo=,'Countuk k>O. Sekarang lc.,
=!co-co =K-co, kemudian !C., =lc.,-c., =K-co-c."
demikian seterusll)'a sebingga lc., = K-Lo=,'C.o
untuk k>O. Selesai.

Berikut ini teorema tentang shifting pada
fungsi asal untuk transformasi deret Fourier
kompleks.

Teorema B.5. Pergeseran Fungsi
Asal. Misalkan C konstanta nyata dan f sebuah
fungsi-L, g(x) =f(x+C), serta G(f) =c dan G(g) =
c.... Maka c*n = cnei(nn:It)C.
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Bukti. Untuk n bilangan bulat berlaku:
c*o =(1/2L) LLLg(x)e"1o,"L)X dx =
(1/2L) LLLf(x+C)e"1o,"L)X dx = (1/2L) LLLf(x+C)e'
i(n1tll)(x+C-C) dx =

(1/2L) LL+cL+cf(x+C)e,'(o,"LXX'C.C) d(x+C) =(1/2L) L
L+CL+cf(x+C)e"1o,"L)(X+G) eiIOnIL)Cd(x+C) =
eilOITIL)C(1/2L) LL+CL+cf(x+C)e·i(O,"L)(X+C)d(x+C) =
eilOITIL)Cco. Selesai.

Teorema B.6. Pergeseran Hasil
Transformasi. Misalkan M bilangan bulat tak
nol dan f adalah sebuah fungsi-L dengan G(f) =
c, serta G(f(x)e·i(MnIL)X) =CA. Misalkan c'o =c*o+M
untuk setiap bilangan bulat n. Maka C· =CA.

Bukti. c'o = (1/2L) !.c'f(x)e'
[ilo+M),"L)x dx = (1/2L) LL'f(x)e·i1o,"L)X e·iIM,"L)x dx =
(1/2L) Lllf(x)e·iIM,"l)X e·i(onIL)X dx =cAo. Selesai.

Adapun gejala Gibbs, ia dialami pula
oleh transformasi deret Fourier kompleks
karena ia tidak lain dari cara penulisan lain dari
transformasi deret Fourier nyata ketika
diterapkan pada fungsi-fungsi nyata.

Tabel 1 menunjukkan perbandingan
sifat transformasi Fourier nyata maupun
kompleks dengan transformasi deret Fourier
baik nyata maupun kompleks.

KESIMPULAN
Transformasi deret Fourier nyata memiliki

ciri-ciri transformasi Fourier nyata termasuk
transformasi sinus dan kosinus, namun
mengalami kepelikan dalam hal konvolusi. Hal
ini disebabkan karena kasus konvolusinya
merupakan kombinasi linier dari empat kasus
yang diberikan pada Akibat A.5. Pendefinisian
"turunan" dan "integral" untuk barisan-L agak
kurang alami mengingat tidak terdapatnya
kesinambungan koefisien-koefisien sinus dan
kosinus secara alami. Namun suatu versi
analogi dengan teorema turunan dan integral
hasil transformasi masih dapat diperoleh.

Transformasi deret Fourier kompleks
memiliki ciri transformasi Fourier kompleks
secara lebih utuh. Bahkan konvolusi berjalan
sebagaimana diharapkan. Konsep turunan dan
integral barisan-L kompleks juga lebih alami.
Semua kemulusan ini dibayar dengan sifat
koefisien yang merupakan bilangan kompleks,
hal ini memerlukan modifikasi terlebih dahulu
untuk dapat diterapkan, namun setidaknya
perhitungan berjalan lebih lancar.
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Penggunaan transformasi deret Fourier
,uai untuk menangani masalah yang memiliki
llain terbatas. Penanganannya mungkin
19an memperluas domain tersebut sehingga
:Jat dipandang sebagai masalah dengan
llain tak hingga namun periodik.
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Tabel1.
Perbandinqan silat translormasi Fourier dan deret Fourier

at Transformasi Transformasi Transformasi Deret Transformasi Deret
Fourier Nyata Fourier Fourier Nyata Fourier Komplek

Komplek
~umus Deret f(x) = 10~ A(w)cos wx f(x) = I~~ C(w) I(x) = ao+Ln~l ~ an cos f(x) = Ln::....oo00 Cn e 'nx

u Integral + B(w)sin wx dw erwxdw nx + bnsin nx dw untuk x nyata
urier untuk x nvata untuk x nvata untuk x nvata
~umus Euler A(w) = 21nL~ I(x) C(w).= 1/(2n)l~~ ao = 1/(2L) LLLf(x)dx Cn-

cos wx dx I(x)e·~' dx an = 1/L LLLI(x) cos nx 1/(2L) L ~I(x)

B(w) = 21nL~ I(x) untuk w bilangan dx untuk n=1,2,3, .. e-lnx dx

sin wx dx untuk w;;:: nyata. bn= 1/L I} I(x) sin nx untuk n bilangan
O. dx untuk n=1,2,3, ... bulat

)efinisi F(f) - (A, B) G(f) - C F(f) - (a,b) G(f) = c
lnsformasi
<elinieran: Ya Ya Ya Ya
:f+~g) =
f)+~F(g) untuk
iap bilangan
Ita ex, B.
~umus Bila F(f) - (A,B) Bila G(f) - C Bila F(f) - (a,b) maka Bila G(f) - c maka
lnsformasi maka maka F(f .) = (a·,b·) di G(I .) = c' di mana
·unan F(I .) = (A*,W) di G(I .) = C* di mana: a·o = 1/(2L){I(L- untuk n bilangan

mana: mana C*(w) = )-I(-L+)}, bulat c'n =
N(w) = wB(w)- iwC(w) a·, = U(nn) b, untuk (-1)"/(2L) [I(L-)-I(-
(2In)I(0), dan B*(w) n>O, serta b·, = -(nn/L) L+)] + (inn)/L cn.
= -wA(w) a, untuk n>O, yaitu

(a'"b'n) = nn/L (bn,-an).
~umus Bila F(f) - (A.B) Bila G(f) - C Bila F(I) - (a,b) maka Bila G(f) - c maka
nsformasi maka F(lo'f(t)dt) = maka G(lo'f(t)dt) F(lo'f(t)dt) = (a*,b*) di G(lo'f(t)dt) = c* di
,gral (A*,W) di mana = C" di mana mana (a*n,b*n) = U(nn) mana untuk n

A*(w) = -(1/w)B(w) C*(w) = (-b"a,) untuk bilangan bulat c\ =
dan W = (1/w)(A(w) 1/(iw)C(w) n=1 ,2, ... serla nilai a*o 1/(2inn) (_1)"" [I(L-)-
+ (2In)g(0)) adalah konstanta I(L+)] + U(inn) cn.

sembarang.
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Tabel1.
Perbandinqan silat translorrnasi Founer dan deret Founer (lanlutan

Sila!

7. Rumus
Transformasi
Konvolusi

8. Rincian
Rumus
Konvolusi

9. Delinisi
Turunan
Transformasi

Transformasi Fourier
Nyata
Misalkan f. 9 =(2h<)L
00~f(p)g(x-p)dp.
Misalkan F(f. 9 ) =
(N,BA), F(f) = (A,B),
dan F(g) = (A*, B*).
Maka aAo =2aoa*0 dan
untuk n>O berlaku
N(w) = A(w)A*(w)
B(w)B*(w) serla BA(W)
= B(w)A*(w) +
A(w)B"(w).
Misalkan f dan 9
lungsi-Iungsi dengan
F(I) =(a,b), F(g) =
(a*,b*), dan F(1t g) =
(aA,bA).
a. Bila I dan 9 genap
maka I. 9 genap dan
N(w) = A(w)A'(w)
untuk w " O.
b. Bila I dan 9 ganjil
maka It 9 genap dan
N(w) = -B(w)B*(w)
untuk w" O.
c. Bila I genap dan 9
ganjil maka I. 9 ganjil
dan BA(w) =
A(w)B*(w)
d. Bila I ganjil dan 9
genap maka I. 9 ganjil
dan BA(w) =
B(w)A*[w).

Definisi turunan lungsi
biasa

Translormasi
Fourier Komplek
Misalkan f. 9 
(1/2TI)
l~~I(p)g(x-p) dp.
Misalkan
G(f.g) = CA,
G(I) = C, dan
G(g) = C*. Maka
untuk w bilangan
nyata berlaku
CA(w) =
CCw)C*(w).
Rincian serupa
dengan teorema
konvolusi: G(1t 9
)=G(I)G(g)

Definisi turunan
lungsi biasa

Translormasi Deret
Fourier Nyata
Misalkan I.g - (1/l)!.
""f(p)g(x-p) dp..
Misalkan F(f. 9 ) =
(aA,bA), F(I) = (a,b),
dan F(g) =(a*,b*).
Maka all.o = 2808*0 dan
untuk n>O berlaku aAn

= ana'"n- bob*n serta
bJ"n::: boa'"n+ anb*n·

Misalkan I dan 9
fungsi-fungsi-l, F(I) =
(a,b), F(g) = (a*,b*),
dan F(I.g) =(aA,bA).

a. Bila I dan 9 genap
maka It 9 genap dan
aAo::: 2808.0 serta a''n
= ana*nuntuk n>O.
b. Bila f dan 9 ganji!
maka It 9 genap dan
a"'o = 0 serta aA

n :::: 

bnb*n untuk n>O.
c. Bila I genap dan 9
ganjil maka It 9 ganjil
dan bAn::: anb*n.

d. Bila I ganjil dan 9
genap maka Itg ganjil
dan bAn::: boa"'n.

*Misalkan c - (a,b)
sebuah barisan-L.
Turunan dari c adalah
L'.c = (L'.a,L'.b) di mana
L'.a adalah barisan L'.ao
= ao, serta untuk n>O,
6an ::: 8 n- an-l

sedangkan L'.b adalah
barisan lib, =b" serla
L'.bn = bo-bn., unluk
n>1.

Transformasi Deret
Fourier Komplek
Misalkan Itg = (1/2l)!.
""l(p)g(x_p) dp.
Misalkan
G(ltg) = cA, G(I) = c,
dan G(g) =c*. Maka
untuk n bilangan bulat
berlaku CAn::: CnC*n_

Rincian serupa
dengan teorema
konvolusi: F(1t 9 ) =
F(I)F(g)

Misalkan c
sebuah barisan-l
kompleks. Turunan
dari c adalah sebuah
barisan L'.c dengan L'.Co
= Cn-cn-' untuk
bilangan bulat n.
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Tabel1.

Ma/erna/ika & Kornpu/er

PerbandinQan sifat transformasi Fourier dan deret Fourier (Laniutan)
It Transformasi Transformasi Fourier Translormasi Deret Translormasi Deret

Fourier Nyata Komplek Fourier Nyata Fourier Komolek
Teorema Misalkan I sebuah Misalkan I sebuah Misalkan I sebuah Misalkan I sebuah
unan lungsi dengan F(f) lungsi dengan G(f) = fungsi-L, dan F(f) = lungsi-L, dan G(f) =c.
nsformasi =(A,B). Maka C. Maka lungsi g(x) (a,b). Bila g(x) Bila g(x) adalah sebuah

fungsi g(x) = =(-ix)l(x) bersifat adalah sebuah lungsi-L yang bersilat
xl(x) bersilat F(g) = G(g) =C'(w) lungsi-L yang G(g) =c' di mana c', =
(N,B') dengan bersilat F(g) = C0-1 untuk n bilangan
A*(w) =B'(w) dan (a',b') di mana a*o bulat, maka G(I-g) =1>,

B*(w) =-A'(w). =0, a', =a0-1 untuk G(f).
n>O, b* 1 = 0, dan b*n
=b0-1, maka F(f-g) =
1>, F(f).

Delinisi Delinisi integral Delinisi integral "Misalkan c - (a,b) Misalkan c sebuah
'gral biasa biasa sebuah barisan-L. barisan-L kompleks.
nsformasi Inlegral dari c Integral dari c adalah

adalah barisan fc barisan-L kompleks
yang bersilat dc = sehingga dc =c.
c.

Teorema Misalkan I sebuah Misalkan I sebuah Misalkan c - (a,b) Misalkan c sebuah
·gral lungsi dengan F(I) lungsi dengan G(f) = sebuah barisan-L. barisan-L kompleks.
nsformasi =(A,B). Maka C. Maka lungsi g(x) Misalkan fc sebuah Misalkan Ic sebuah

lungsi g(x) = =I(x)/(-ix) bersifat barisan-L. Maka Ic barisan-L kompleks.
I(x)/x bersifat F(g) G(g) =l~wC(v)dv. adalah barisan c' di Maka Ic berbentuk
=(N,8*) dengan mana a*o =ao, b*, = barisan c* di mana c*o
A*(w) =-1~WB(v)dv b" a\ =Ln;Okan =K konstanta
dan B*(w) = untuk k>O, b\ = sembarang, c\ =
!~wB(v)dv. L:o~:b, untuk k>1. K+L,~:C, untuk k>O

dan c*n =K-Ln=,-kcn
untuk k<O.

Teorema Misalkan C Misalkan K Misalkan C Misalkan C
geseran konstanta nyata, I konstanta nyata dan konstanta nyata, I konstanta nyata dan I
a Fungsi sebuah lungsi I sebuah lungsi sebuah lungsi-L sebuah lungsi-L, g(x) =
I dengan F(I) = dengan G(f) =C, serta g(x) =l(x+C) l(x+C), serta G(f) =c

(A;B), g(x) = g(x) =l(x+K), serta di mana F(f) =(a,b) dan G(g) =c*. Maka c',
l(x+C), dan F(g) = G(g) =C*. Maka dan F(g) =(a',b'). = cnei(n:tIL)C.

(N,B'). Maka C'(w) =C(w)e;wc Maka a*o = ao, serta
N(w) =A(w) cos untuk n>O, a*n = an
wC + B(w) sin wC cos (nn/L)C + b, sin
dan B'(w) =B(w) (n7tlL)C dan b', = b,
cos (nn/L)C -A(w) cos (nn/L)C -a, sin
sin (nn/L)C (nIr/L\C
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Tabel1.

Def,n,s, turunan baflsan-L (a,b) dapat d,del,n,s,kan dengan berbagal cara yang berbeda.
** Definisi integral barisan-L (a,b) di sini berkaitan dengan pilihan definisi turunannya.

Perbandingan silat translormasi Fourier dan deret Fourier (Lanjutan)
Silal Translormasi Fourier Translormasi Translormasi Deret Translormasi

Nyata Fourier Komplek Fourier Nyata Derel Fourier
Komolek

14. Teorema Misalkan I sebuah Misalkan ~ Misalkan I sebuah Misalkan M
Pergeseran lungsi dengan F(f) = bilangan nyata tak lungsi-L dengan F(f) = bilangan bulat tak
pada Hasil (A,B), ~ dan" bilangan- nol dan I adalah (a,b), M dan N nol dan I adalah
Transformasi bilangan nyata positil sebuah lungsi bilangan-bilangan asli sebuah lungsi-L

dan (N,S') adalah dengan G(f) = C, >0 dan (a*,b*) adalah dengan G(f) = c,
pasangan lungsi di serta G(f(x)e';"") = sebuah barisan dengan serla G(I(x)e'
mana A*(w) = A(w+~) CA. Misalkan a*n = an+M untuk i{MwL)X) :: c".

untuk setiap w>O serla C*(w) = C*(w+~) n=O,1 ,2, ... serta b*n :: Misalkan c*n ::

B*(w) = B(w+~) untuk untuk setiap b"N untuk n=1 ,2,3, ... C*n+M untuk setiap

w;,O. Misalkan pula bilangan nyata w. Misalkan pula F(21(x) bilangan bulat n.

F(21(x) cos W) = Maka C* = CA. cos (M1t/L)x) = (aA,bA), Maka c* :: CA.

(N,BA), F(2I(x) sin ,ux) F(2I(x) sin (M1t/L)x) =

= (A',B'), F(2I(x) cos ~x) (a',b'), F(2f(x) cos

= (A*,B*), dan F(21(x) (N1t/L)x) = (a',b'j, dan

sin ~x) = (A",B"). Maka F(21(x) sin (N1t/L)x) =

A*(w) = It, (N(w)- (a",b"). Maka a*o = aAo,

B'(w)), b*, = It, (B*(w)+ a*n:: (a''n-b'n)/2, b*n =

A"(w)) (b', + a",)/2.

*
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