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Abstract— In this paper we focus on solution of 2D
Poisson equation numerically. 2D Poisson equation is a
partial differential equation of second order elliptical type.
This equation is a particular form or non-homogeneous
form of the Laplace equation. The solution of 2D Poisson
equation is performed numerically using Gauss Seidel
method and Conjugate Gradient method. The result is the
value using Gauss Seidel method and Conjugate Gradient
method is same. But, consider the iteration process, the
convergence of the value is reached faster using Conjugate
Gradient method.
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1.

Persamaan Poisson adalah salah satu persamaan
diferensial parsial eliptik dua dimensi. Seperti kita
ketahui bahwa persamaan diferensial parsial
memegang peranan penting di dalam penggambaran
fisis, dimana besaran-besaran didalamnya berubah
terhadap ruang dan waktu. Penggunaan persamaan
diferensial parsial akan ditemukan pada penyelesaian
masalah-masalah  fenomena alam. Penggunaan
persamaan diferensial tidak terbatas pada masalah
fisika saja, tetapi lebih luas lagi dalam bidang sains
dan teknologi.

Masalah-masalah tersebut dalam kenyataannya sulit
untuk dipecahkan dengan cara analitik biasa, sehingga
metode numerik  perlu diterapkan ~ untuk
menyelesaikannya. Hal ini dapat memudahkan para
peneliti dalam melakukan simulasi dalam suatu
permasalahan.

Metode penyelesaian numerik untuk persamaan
diferensial eliptik diklasifikasikan dalam dua kategori,
yaitu metode beda hingga (finite difference methods)
dan elemen hingga (finite element methods).
Penyelesaian permasalahan persamaan Poisson secara
numerik dapat dilakukan dengan metode apa saja
asalkan sistem persamaan linier yang bersesuaian
dengan skema beda memenuhi syarat-syarat dalam
metode yang dipakai.

PENDAHULUAN

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Persamaan Poisson 2D
Metode penyelesaian numerik untuk persamaan
diferensial eliptik pada penelitian ini adalah dengan
menggunakan metode beda hingga (finite difference
methods).
Pendekatan beda hingga di dimensi dua dari
persamaan Poisson dua dimensi

—Viu(x,¥) = f(x)

yang ekivalen dengan
_u;;’;:: - u‘}'_'; = f{x! .v:]

dan juga

d*u(x,y) *ulx,y)

e i)
dx av

-

(2.1)

Dimana f(x,¥) adalah fungsi yang ditentukan,
adalah sebagai berikut. Pendekatan beda hingga
menggunakan asumsi bahwa fungsi 1(x)} adalah

kontinu sedemikian hingga nilai-nilai fungsi di sekitar

x = x; beserta turunannya dapat didekati dengan

ekspansi deret Taylor. Pendekatan turunan kedua
dengan beda pusat dari u(x) adalah

dulx) u[x- + h) — Zu{x-) + ul:x- — h} ) .
un(xj) = i = - hlj z + O(h%)
x=x g
atau ekivalen dengan
d%u Uirqp — 2, T U5
_ it Lk Tk -1k 2

—lx,v. )= = + a(h
aﬂx 2 { jr J{} R [: :]
d u Uipaqg — 2Uq F Uy .

5 (xj0) = 22— 52+ 0 (k)
a_"v"" k= [3]
2.2 Penurunan Skema pada persamaan Poisson

Pandang persamaan Poisson (2.1) dan dengan
syarat batas
au+fu, =y, (xy) €.
Dalam permasalahan ini dipilih syarat batas tipe
Dirichlet

u=y (2.2)
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yaitu ketika & = 1 dan ﬁ' = 0, dan domain Gambar 1 Stensil untuk persamaan Poisson

O={xv}0= x=<ald=v=<h
eyl i J (2.3) Persamaan (2.1) akan didekati dengan beda pusat,

Stensil untuk solusi persamaan Poisson adalah: dengan memlsallfan Uf”f . dinotasikan  sebagai
y pendekatan beda hingga dari w(jAx, kAy).
r ‘ g & u — i(u.?'-}:l,k — Ui Ui — U}'—i.k)
. i dx? Ax Ax Ax
_ Upsipe = 2Upp T Uj_q
Ax? (2.4)

*u_ 1 (U;',kﬂ — Ui Ui — U_.l',k—l)

. g ay> ay\ Ay Ay
_ U},kﬂ - 2”;‘,;'.: + U}.k—i

Ay? (2.5)

Substitusi persamaan (2.4) dan (2.5) ke persamaan (2.1), sebagai berikut

_ L'}+1.k - ELI},J{ + I{;-‘—Lk _ L{;l',k+1 - ZU},J{ + L{;l',k—i _

Axl 5},2 Ik
Uipe T2U 0 — Ui | —Uipsn 20U — Uy f
Axl ﬂ},?., Ix
ﬂy:[_uj—:l,k + Zuj,k B U}—l,k) +e‘x2(_uj,k+1 + ZU_;',ac B U_;',k—‘l) _
oy = fix
Ax=Ay*

—Ay Uy + 28y7U, — AYPU, Ly — AxPU L + 28270, — AxPU, = AxPAYES,
—AY U g — AV — AxTU Ly — AxPU, )+ 2(Ax7 + AyU, = AxPAYRS,

u Ay? u Ay*? U Ax= - Ax? -
PEO2(Ax +ayT) T 2(Ax® +Ay?) UM 2(ax? +ay?) TFTE 2(ax? +ay?) TR
_ &xz.-ﬁ.}rg f
T 2(ax? +AyR) R
U Ay” (Uisrr + Uiy z) A (U1 +Upea) = Ax*Ay”
i~ 20ax? + ayy) e T Uwe) ~ganaay Wik H Ui d) = gana i ay fix
Upie = O (Usrse + Upm1a) = 65 (Upess + Upeoa) = By Fin (2.6)
dimana
ﬁ}?z Ax? &xz.-ﬁ}r‘
b, =—r——.0, =——————.danfb,, = ———
2(Ax2+ayD)" Y 2(Ax? + AyY) Yo 2(AxT+AyT) (2.7)
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Dengan menggunakan persamaan (2.6) dapat dicari

pendiskritan sebagai berikut:

Untuk | = K = 4 pada (titik j, titik k)
(22}=>U,, — ex{:UE,E + Ul,i) - ey(uz.a + Uz,l) = gx;.-fz,
= Uy, — 8. U5 — gyuz,a = Bxyft,z +8.pn.t

By¥2a

(32)=vU 2 9;;(”4.2 + U:,z) - gy(ua,a + U3.1) = gxyfa,z
= =0, Usn + Uy, — eyya,a = Bxyfa.z +8.5.+ '9_;.-?’3,1
(23) = Uy 3 —6,(Usg +Uy3) =0, (Ups + U2) =6, f5
=0 U, Uy — 8. U3 =606+ 6.1 0,
(33)=2Us; — 6'x{”4.3 + Uz,s) - gy{:UEA + Ua.z) = 8,15
=0 Uy, — 0 Uy + U3 =0, + 6.7 HEras

2.8)

(2.9)
(2.10)

2.11)

Dari persamaan (2.8) sampai (2.11), dapat dibentuk
suatu sistem persamaan linier yang bersesuaian

sebagai berikut:
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i -6, -6, 0 U,, Oeyfoz 0112+ 60,724
-4, 1 0 =6, ||Usa| |Buyfaz T 6¥en+ 6,054
-6, 0 1 =0, ||Usa| |Bayfoz + 8Vt 802
0 -6, -6, 1 llUs; Oeyfaa T 0x¥aa t ByYas

Untuk | = K = 5 pada (titik J, titik k)

(2.2) = U?_,Z_HXUE,E - gyuz.a = gxyf?,.l + 8. 2t 5':,—'}’1,1
(3.2)= Ugg — 8, Uz — 8. U, — eyua,a = gx;,-fa,z + tc-J‘»-'Pf'3,1
(42) 2 Us, —0,Us; —0,Us3 =6, fun 6,752+ 0,00y
(23) 2 Ups —0.Usy =6, Us =68V, =6, 55 + 6,115

(33)= Ugg —6,Us3 —8.U; 5 — Byua,-s - 8;.-”3,: = gxyfa,a

(43)= Upg —8,Uz5— GJ,U%_.' — 9,—”4.2 = ﬂxyf;ﬂ +8,.¥%3

(24)= Uyy — 6,03, — gyuz,a = 'gxyf:,-i + 8.1t gy?f:,s

(34)= Uy — 8. Uy —0.U; . — Byua,a = 'gxyfm + 9};7’3,5

(44)= Uyy—8,U3, — gyu-;.a = 9xyfa,-a +8.Vse T By?’q,s

(2.12)

(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)
2.17)
(2.18)
(2.19)
(2.20)

Dari persamaan (2.12) sampai dengan persamaan (2.20) dapat dibentuk suatu sistem persamaan linier

yang bersesuaian sebagai berikut:

1 -8 0 -8 0 0
-6, 1 -8 0 -8 O
0 -8 1 0 0 -8
-6 0 0 1 -8 0
0o -6 0 -8 1 -6
°c o -8 0 -6 1
o o 0 -8 0 O
o o 0 0 -8 0
Lo o 0 0 0 -5

Untuk /] = K = 6 pada (titik j, titik k)

(z.2) = Uy, — B.xua,z — 5;.-”:,3 = gxny,Z + 9_3‘}’1,2 + 9}.‘}’2’1
(3.2) = Uy =8, U, —8.U; 5 — Byua,a = gx;,-fs,z + ﬁy}’g,j
(42) = Uy, — 8. U, —8,.Uy; — 9;;”4,3 = gxyf%,z + '9;.-1’4,1
(5.2) = U, — gxum - gyus,a = B.xyfs,z + 9;]’6,3 + E99-1’5,:
(23) = Uy — 8, U3 — 6;.—”2,-‘. - Byuz,z = gxyfz.a +8.%
(33)=2 Uy — B U3 — O Upyg — 0 Uz — 8 Uz =8, [
(43)= Upg =0, U3 —0,Us 3 — B}.UM - '9;.-”4.2 = Bxyﬁi,a

(53) = Ug g — 6. U3 — 6;.—”5.4 - 9;;”5,2 = gxyfa,a +8.%.3

0 0 0 VUoay [Bovfoz t 8e¥iz+8vaa]
o o o ||u, By foz + 8y 722
0 0 0 U2 [PepfoztOu¥sztBrgy
_E_'l.' 0 0 U, . Hx}' foat8eviz
0 —E"}. 0 U!-_-! = Ex}' f!_E‘
0 0 =& ||l By faz + Br¥ez
1 -8 0 ||l Boy fou T Bx¥ia+ B1as
—By 1 —&; UE-“ B_r.}'ﬁ,d. + 9_1.- ¥as
0 -8 1 W By g+ Be¥sg T By¥ys]
2.21)
222) o Upy —6,Us e —6,Usg — 6,Us 3 = 6, o + 6,04
(2.23) _
(34 = Ugs —6,Uyy — 8, U — 9_-,-”3,5 - '9}-?’3,3 = nyfa,-a
2.24
( ) (44) =2V, —6,U;, —0,U;, —6, U, —0,U, 3= 0,.f,,
(2.25) _
(5#1'} = U5,4 - 8,—;“4,4 - gyus,s - gyys,a - gxyﬁ:,.q + exue,q
(2.26) (25) 2 Uy — 0,Uss — 60,0, =6, Fic + 0,1, + 6,7,
(2.27) _
(35)= U — exuei,s - exuz,s - eyua,-s - 'g.xyfa,s - 9},-1‘3,
(2.28)

(45) =2 U,  — 0, U — 0. Uy — 0, U, ., =0,.f, . — 0. U,

(55)= Ug e — 6,05 — gyus.a = gxyfs,s + 8, Ugs — 9;;”5‘

(2.29)
(2.30)
(2.31)
(2.32)
(2.33)
(2.34)
(2.35)
(2.36)
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Dari persamaan (2.21) sampai dengan persamaan (2.36) dapat dibentuk suatu sistem persamaan linier yang

bersesuaian sebagai berikut:

1 -6 0 0 -4 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0 0}y snfu+5,m+ﬂy;'=,,'
-8, 1 -4 0 0 -& 0O 0 0O O 0 0O 0 0 0 0| Aopfaa t By
0 -8 1 -8 0 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0| B fax t B, Ves
0 - I | 0 0 -4, 0 0 0 0 0 0 0 0 Hu,| |8=feat 5,;4 zt s
-4, o o 0 1 -4 0O 0 -8 0 0 0 0 0 0 0|y, A far +
o -8 0 O -6 1 - 0 0 -§ 0 O 0© 0 0 0|y, B,,.fu
0 o0 -8 0 0 -4 1 -4 0 0 -8 0 0 ©0 O 0|, I A
0o o0 0 -4 0 0 -§ 1 0 0 0 -4 0 0 0 0] | fofistires
o 0 0 0 -8 0 0 0 1 -8 0 0 =& 0 0 0 [|Ue]T|  Bofus 8.
v o © 0 0 -8 0 0 -8 1 -8 0 0 -8 0 0 ||l By fia
» o o0 0o 0 0 -8 0 0 -8 1 -8 0 0 -8 0 ||, E
0 0 0 0 0 0 a -4 0 - I | 0 0 0 —a|il. 8. e
0 0 0 i 0 0 0 0 -8 0 0 0 1 —& 0 O [lrs| |8, fiet o+ 8,
» o o o ©o o o o o -8 0 0 -8 1 -8 0 |[{tu Ao fes T 0
¢ 0o 0o o o 0o 0 o 0 0 -4 0 0 -8 1 -gflf B fust e
o o o o o o0 o o o o 0 -8 0 0o -8 1% g g tag ey
Dengan memisalkan 1 -6, —6,
— r -8 1 —f -8,
U, = [UE,kIUB,kI s U_.l'—:l,k] C.=| ~ U ;o D= ¥
dan :
_ T ur T T =0 1 —y
U=[U;,U;,.. Up_,]
maka bentuk sistem persamaan linier secara umum dan
adalah:
AU=b For Vi ¥z Yax
£ 0 ¥aa Yax
C, D, u, b, b,=6,| "% |+6,| { [+6,] P |+86,] °
D, C; D U b 0 0 0
2 3 3 3| = 3 fr-1x
. : ; ’ Yrx ¥r-1a Y1k
Dyy Cp_ydlUg—y b4 Matriks €, adalah matriks tridiagonal dan D,
dengan adalah matriks diagonal [1].
2.3 Kesalahan Pemotongan
Skema beda:
Ay? Ax? AxiAy?
U,——————= +u — tU )= 2.37
Juk z{ﬁx + Ay? ]( jtlk - ik) 2{&3{ 4_5},2]( Gkl ke 1} E{M:'*—l- ﬁ}r‘j ik ( )
Cara untuk mencari kesalahan pemotongan adalah dengan ekspansi deret Taylor.
Ekspansi deret Taylor untuk U, 4 ;:
- , Ax ‘ 238
TL{:x}-+1,}Fk) =u(x_;"}rk)_r ﬂxux( }Tk)‘l' x:r( r}rk)T nr( ’}Fk)Tgunxx(xjr}Fk)T ( . )
Ekspansi deret Taylor untuk U;_ 4 :
el 2.39
u{:x}._l, }rk) = u(x}.,}rk) — &xux{: ,}r,{) + H{: ,}Fk) nx( ,}fk) +t52 unn{x}.,}rk) - (2.39)
Ekspansi deret Taylor untuk U; 4 1:
ﬂ}?’ ﬂ}?’a 4
u xj-,ﬂ"'kﬂ) = u(x}.,}rk) + &}m}.{xy}’k) T u}_}_(x -,}:rk) 4 - u}_}_}£ ,},k) 4 Yoo {x ,yk) + - (2.40)

34



ISSN:  2598-294X
Teknikom : Vol. 1 No. 1 (2017) E-ISSN: 2598-2958

Ekspansi deret Taylor untuk U; _4:

Ay
w(x),¥ie-q) = g yi) — Ay, (3,7 "' gy (27,372) — }':;y(x:"}?k) + 2‘_41“}'}'}?{:‘;"}’?{) — - (24D

Substitusikan persamaan (2.39) sampai (2.41) ke persamaan (2.37), sebagai berikut:

Uy = s (i 3) + A (35,30 + S (57) + 25 e (5 70) + 2 e () +
e+ ulx, ) = B (7)) + oy, yk)—— X, yy) 2 m( Vi) =) =
ﬁ(uwmm ye) + 2 ux,{:xy}w—um( 55,3 + 2w () + o +
w5, ) = By (x,72) + 2wy (x vk) =ty (5390 + oty (2 70) =) = T i

Terdapat suku-suku yang dapat dikanselasi, sehingga menjadi

= Ax?
Uy = S (05 70) 55 e () + 5 B 9 4 35 0) + 5 e (59) +
& z A
%“mn(xf}’k)_"')_m;;w(“ vk)-j_ uﬂr{ }Fk)'i'%uf}'}'y(x}'*}rk)+"'+u(xj’}’k)+
P oAt -3
A: wyy (2,,3:) + %uy}.ﬁ(x P Vi) = ] - %fﬂ{
atau

AxiAy? ,, Axiu (x 2 Y )-!— Ayiu ,(x-,y )
_ — o _ 2 a2 ExxE AR AT .
2(Ax* + Ay?) (e (30) + 0y (37 ) = D228y ( 24(Ax* + Ay?) )

B AxZAy? £
B 2(Ax? + Ay2) FE
Seti dikalikan d 20t +097) i
etiap ruas dikalikan dengan PP sehingga
Axiu {:x-,}'k) +Aviu,., ,(x -,}’k)
xx{ *}Fk)_um'(xjf}rk)_ xxxa > oy A :f;',k

atau
Uy x}'r}rk) — Uy xjr}rk) - D(ﬂ'xzrﬂ'}rzj = Jix

Jadi, kesalahan pemotongan ada pada O(Ax?,Av?).

1
3. HASIL DAN PEMBAHASAN Ax = Ay = T
Penyelesaian persamaan poisson kasus 1
Uy T Uy TXFY -
dengan domain Dengan nilai
0=x=1 22 = (DY) fiz = F(3).¥(2)
0=y=1 i
dan syarat batas = (3 + l} - (i 1 l)
.. 4 4 4 | 4
batas kiri: u=~0 ) .
batas kanan: u =0 =3 =3
batas bawah: u =0
batas atas: u=2=0 foz = f(x(2).7(3)) faz = f(x(3).7(3))

dan dipilih
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1 2 2 2 3 1 3 2
=(3+3) =(+3) =(5+3) =(+3)
=32 =1 =1 =5
4 T4

oo = Fx(2)y(4))  fre = Fx(3)3(4) for = f(x(4)¥(4)
-2+ - (:+) -(:+)
=1 _>5 —E

f-‘.,! = f(x(4}r}r(2jj fnl,ﬂ = ff_x(-’{-},}’(Ejj

Dari skema umum pada persamaan (2.6), dengan &,, =
titik k)

e R

_1 _ 1 e — o
.8, =7 danf_, = —, untuk ] = K = 5, pada (titik j,

(22)=2 Uy, —0.Us; =0, U, =6, f, +6,U, +6,U;,

S Uy~ 2Ugy —2Ups = == +=.0+ 2.0
z,z_z a.z_z z,a_a-g'i'z- '3';- (3.1)
1 1

(32) 2 Uy, —6,Uy; —6,U,, —8,Us3 =6, f;, +6,U3,

1 1 1 13 1
D Usze = gUsz =g Uzz =g Uss = 7.7+ 7.0 (3.2)
1 1 1
= Uz = 3Usz =5 Uaz =3 Uss = 0,0117
(4r2} = U4,2 - E.x UE,E - H_}'Ué.ﬂ = E.xyﬁ},z + E.x UE,Z + Hy”é,l
1 T 111
:)U4’:_EU3'E_EU4’3 —a-l +E-ﬂ+;-ﬂ (33)
1 1
= Usp ~JUsp =7 Uss = 00156

(23)=2U,; —6,Us3 —6,U, . —68,U,,=6,.F, +6,U,;

1 1 1 B 1 3 1
1 1 1

= U, — ZUE’E —EUL‘; _EU:’: = 0,0117

(33) 2 Uz —6,Uy3 —6,U,5 —8,Us, —6,U;, =6, f35
1 1 1 1

= Uss Uy 3 _Euz,a _Eua,z;_gua,z = a-l (3.5
1 1 1

= Uy, EU%E _E'UZ,E _EUE"* ZUE’E =0,0156

(43) 2 U,y —6,Usy — 0, U, — 6, U, =0, fi5 +6.Us;
Yy L, L, 15,1 (3.6)
43 T Y33 T gMee T Mer T oy T
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1 1 1
= Usa = 3 Uss =7 Use =3 Us2 = 0,0195

(24)=U,, -8 Uy, — 8. U,3=68_f,+6.U,,+6.U,;

1 1 1 1 1
= UZA_ZUE-'* _ZUE’E —a.l +Eﬂ+;ﬂ (3.7

1 1
= Uy = Usq =7 Uz = 00156

(34)=2U;, —6,Uy, —68.U,, —6,U;3=6,f;,+6U;;

1 1 1 15 1
=}U3J4—ZU4,4_EUL4_EU3,3 _E'Z'}E'ﬂ (3-8)
1 1 1
= Uss = 7Uss =7 Uze =7 Uz = 00195
(44) = U,y —6,Us, — 0,Us3 =6y foq T8 U5y T6,Usg
1 1 16 1 1
:}U4J4_EU3I4—ZU4JE —a.g'}‘g.ﬂ_}‘;.ﬂ (39)

1 1
= Uy = Usq =7 Usg = 00234

Dari persamaan (3.1) sampai dengan (3.9) diatas dapat dibentuk suatu sistem persamaan linier sebagai berikut:

AU=bh
1 ! 0 L 6 0 0 0 0]
T4 T4
! 1 ! 0 ! 0 0 0 0
T4 ) T4 T4 )
0 -—= 1 0 0 -= 0 o0 o]|[Fe] [00078]
. 4 . 4 ) U, .| (00117
- 0 0 1 == 0 == 0 o]|Ysz| |00156
4 ; . 4 . 4 . U,.| |0,0117
0 _E 0 —1 1 _E ] —‘—1‘ o ||tz]|=10,0156
1 1 1 Uyn 0,0195
0 0 -- 0 —-—-= 1 0 0 -—-||,| |00156
4 4 4| * ’

1 1 Uz s 0,0195
¢ ¢ 0 -7z 0 0 1 -2 0l loo0234
0O 0 0o 0 ! 0 ! 1 !

T4 T4 T4
0o 0 o 0 D ! 0 ! 1
T4 T4 .

Dengan menggunakan metode Gauss-Seidel dan Conjugate-Gradient, didapatkan nilai U sebagai berikut:

{;ﬁ "0,03187
32 0,0420
Usz| lo,0430
Usa 0,0480
Ug__g = U_. D? [}3
Uy 0.0614
Uy, 0,0430
u 00614
34
7 L0,0541
st T .
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Hasil plot solusi dengan menggunakan metode Gauss-
Seidel terlihat pada Gambar 2 dan Gambar 3 sebagai
berikut:

Plot 2D Kasus 1

0.08

0.07

0.06 - =

0.05 i

0.04 1

0.03 1

solusi metode Gauss Seidel

0.02 1

0.011 1

0 I I
0 5

iterasi

Gambar 2 Plot 2D solusi metode Gauss-Seidel
Plot 3D nilai U Kasus 1

008+ |
0.064--
500440

0.024. "

N

Gambar 3 Plot 3D solusi metode Gauss-Seidel

4. KESIMPULAN

Dari hasil plot menggunakan Software MATLAB
seperti terlihat pada Gambar 2, Gambar 3, Gambar 4,
dan Gambar 5 dapat diketahui bahwa nilai U yang
dihasilkan metode Gauss-Seidel dan Conjugate
Gradient adalah sama. Namun, pada proses iterasinya,
dengan menggunakan metode Conjugate Gradient nilai
konvergen setelah iterasi ke-5. Sedangkan dengan
metode Gauss-Seidel nilai konvergen setelah iterasi
ke-14.

Hasil plot solusi dengan menggunakan metode
Conjugate Gradient terlihat pada Gambar 4 dan
Gambar 5 sebagai berikut:

Plot 2D kasus 1
T T T

0.08

0.07

0.06 [ b

0.05- ]

0.04 - b

0.031 b

solusi metode Conjugate Gradient

0.01 7

0 I I I I I I I I I
3.5 4 4.5 5 55 6

iterasi

Gambar 4 Plot 2D solusi metode Conjugate Gradient

Plot 3D nilai U (conj-grad)

0,08~
0.064-- 1
5004

00247

N

Gambar 5 Plot 3D solusi metode Conjugate Gradient
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