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Analisis Struktur Daerah Integral dari Himpunan PolinomialBerdasarkan Struktur Polinomial Gelanggang
Novi Rustiana DewiJurusan Matematika, Universitas Sriwijaya, Sumatera Selatan, Indonesia
Intisari: Himpunan R[x] polinomial dengan koe�sien dari gelanggang R juga merupakan sebuah gelanggang denganberbagai operasi polinomial jumlahan dan perkalian, dan bahwa R merupakan gelanggang bagian dari R[x]. Oleh karenaitu akan ditunjukkan bahwa jika D adalah sebuah daerah integral maka demikian juga dengan himpunan polinomialdengan koe�sien di dalam D, yaitu D[x].Kata kunci: polinomial, gelanggang, daerah integral
Abstract: The set R[x] of all polynomials with coe�cients in the ring R is itself a ring with the usual operations ofpolynomial addition and multiplication, and that R is a subring of R[x]. So we will proof that if D is an integral domainthen so is set D[x] of polynomials with coe�cients in D.Keywords: polynomial, ring, integral domain
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1 PENDAHULUAN
S alah satu hal yang cukup menarik dalam bidangstruktur aljabar adalah bagaimana mengem-bangkan suatu polinomial dalam x dengan koe�siendi dalam suatu gelanggang (ring) R. Dapat diterkabagaimana menjumlahkan dan mengalikan berbagaipolinomial itu berdasarkan derajat masing-masingpolinomial, yang ternyata bahwa himpunan R[x] darisemua polinomial dengan koe�sien di dalam gelang-gang R merupakan suatu gelanggang dengan operasipolinomial biasa penjumlahan dan perkalian, danbahwa R adalah gelanggang bagian (subring) dari R[x][1].Atas dasar hal tersebut, akan dikaji bagaimana ben-tuk himpunan polinomial dengan mengambil koe�siendi dalam suatu daerah integral (integral domain) D.Daerah integral merupakan gelanggang komutatif de-ngan elemen satuan (unity) yang tidak memuat pem-bagi nol (divisors of zero). Selanjutnya himpunan se-mua polinomial dalam indeterminasi x dengan koe-�sien di dalam daerah integral D tersebut dinotasikandengan D[x]. Pengkajian dilakukan atas dasar de�nisiserta sifat yang berlaku dalam gelanggang dan daerahintegral.
2 TINJAUAN PUSTAKA
Sebelum dikaji lebih mendalam tentang himpunanD[x], terlebih dahulu diberikan de�nisi dan sifatgelanggang, pembagi nol dan daerah integral.

De�nisi 1 (Gelanggang) Suatu gelanggang hR;+; �iadalah suatu himpunan R bersama-sama dengan duaoperasi biner 0+0 dan 0�0, yang disebut sebagai pen-jumlahan dan perkalian yang dide�nisikan pada Rsedemikian sehingga aksioma berikut dipenuhi:1. hR;+i merupakan suatu grup abelian.
2. Bersifat asosiatif terhadap operasi perkalian.
3. Untuk semua a; b; c 2 R, hukum distributif kiri,a(b+c) = (ab)+(ac) dan hukum distributif kanan(a+ b)c = (ac) + (bc) dipenuhi [1].De�nisi 2 (Gelanggang komutatif, elemen satuan)Suatu gelanggang yang bersifat komutatif terhadapoperasi perkalian disebut gelanggang komutatif. Su-atu gelanggang R dengan suatu identitas perkalian 1sedemikian sehingga 1 � x = x � 1 = x untuk semuax 2 R , disebut gelanggang dengan elemen satuan [1].Teorema 1 Jika R adalah suatu gelanggang denganelemen satuan, maka elemen satuan 1 merupakansatu-satunya identitas perkalian [1].Bukti: Diberikan 1 dan 10 keduanya merupakan iden-titas perkalian di dalam suatu gelanggang R. Denganmengambil 1 sebagai identitas diperoleh:(1)(10) = 10Demikian pula dengan mengambil 10 sebagai identitas,diperoleh: (1)(10) = 1;sehingga diperoleh 1 = 10c 2011 FMIPA Universitas Sriwijaya 14401-1



Novi/Analisis Struktur Daerah Integral . . . Jurnal Penelitian Sains 14 4(A) 14401De�nisi 3 (pembagi nol) Jika a dan b adalah dua ele-men tak nol dari suatu gelanggang R sedemikian se-hingga ab = 0, maka a dan b disebut pembagi nol [1].
De�nisi 4 (daerah integral) Suatu daerah integral Dadalah suatu gelanggang komutatif dengan elemen sa-tuan dan tidak memuat pembagi nol [1].
Selanjutnya akan diberikan pula de�nisi serta sifatpolinomial gelanggang. Suatu polinomial dide�nisikansebagai suatu jumlahan biasa tak berhingga
1X
i=1 aixi = a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn + : : : ;

dengan ai = 0 untuk semua kecuali sebanyakberhingga bilangan i. Bilangan ai merupakan koe-�sien dari f(x) [1].Untuk mempermudah pekerjaan dengan polinomial,jika f(x) = a0+a1x+a2x2+: : :+anxn+: : :mempunyaiai = 0 untuk i > n, maka f(x) dapat dinotasikansebagai a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn .Jumlahan dan perkalian polinomial dengan koe�siendi dalam suatu gelanggang R dide�nisikan sebagaiberikut. Jika
f(x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn + : : :

dan
g(x) = b0 + b1x+ b2x2 + : : :+ bnxn + : : :

Maka jumlahan polinomial adalah
f(x) + g(x) = c0 + c1x+ c2x2 + : : :+ cnxn + : : :

dimana cn = an + bn, dan untuk perkalian polinomialadalah
f(x)g(x) = d0 + d1x+ d2x2 + : : :+ dnxn + : : :

di mana dn = Pi = 0naibn�i . Perhatikan bahwakedua ci dan di adalah nol untuk semua kecuali se-banyak berhingga bilangan dari nilai-nilai i, sehinggade�nisi ini memberikan suatu pengertian. Catatanbahwa Pni=0 aibn�i tidak tidak harus sama denganPni=0 bian�ijika R tidak komutatif. Berdasarkande�nisi jumlahan dan perkalian tersebut , diperolehTeorema berikut.
Teorema 2 Himpunan R[x] dari semua polinomial-polinomial dalam suatu indeterminasi x dengankoe�sien-koe�en di dalam suatu gelanggang R adalahsuatu gelanggang atas jumlahan dan perkalian polino-mial. Jika R komutatif, maka demikian pula R[x],dan jika R mempunyai elemen satuan 1, maka 1 jugamerupakan elemen satuan untuk R[x].
Bukti: Himpunan hR[x];+i merupakan suatu grupabelian cukup jelas. Hukum asosiatif perkalian danhukum distributif juga berlaku, walaupun perhitu-ngannya agak rumit. Berikut diilustrasikan pembuk-tian keberlakuan hukum asosiatif. Berdasarkan ak-sioma gelanggang, untuk ai; bj ; ck 2 R diperoleh
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Dengan cara yang sama, hukum distributif dapatdibuktikan. Selanjutnya pernyataan bahwa jika R komutatifmaka demikian pula R[x], dan jika R mempunyai ele-
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Novi/Analisis Struktur Daerah Integral . . . Jurnal Penelitian Sains 14 4(A) 14401men satuan 1, maka 1 juga merupakan elemen sa-tuan untuk R[x] dapat dilihat berdasarkan de�nisiperkalian di dalam R[x].Jika f(x) = P1m=0 amxm 6= 0 2 R[x], dide�nisikanderajat dari f , yang dinotasikan dengan deg(f(x)) se-bagai berikut:
deg(f(x)) = maksfm : am 6= 0g:

Oleh karena itu jika n = deg(f(x)), maka dapat ditulisbahwa f(x) = P1m=0 amxm. Selanjutnya dide�nisi-kan deg(0) = �1, dan untuk mempermudah dalammencari rumus derajat, dianggap bahwa �1 < n,�1+n = �1, dan �1 < n, �1+(�1) = �1 un-tuk semua n 2 Z+, dan tidak dide�nisikan operasi laindengan �1. Suatu polinomial berderajat 1 disebutpolinomial linier. Jika f(x) 6= 0 dan deg(f(x)) = n,maka an disebut koe�sien utama dari f , dan a0 dise-but bentuk konstan [? ].
Teorema 3 Diberikan R suatu gelanggang komutatifdan misalkan f(x); g(x) 2 R[x], maka
1. deg(f(x) + g(x)) � maksfdeg(f(x)); deg(g(x))g
2. deg(f(x) + g(x)) � deg(f(x)) + deg(g(x))
3. Kesamaan berlaku pada (2) jika koe�sien utamadari f(x) atau g(x) bukan suatu pembagi nol. De-ngan kata lain, kesamaan dipenuhi oleh (2) jikaR adalah suatu daerah integral.

Bukti. (1) cukup jelas, berdasarkan rumus jumla-han untuk polinomial. Untuk (2) dan (3), misalkandeg(f(x)) = n � 0 dan deg(g(x)) = m � 0, makaf(x) = a0 + a1x + � � � + anxn, dengan an 6= 0 dang(x) = b0+ b1x+ � � �+ bmxm dengan bm 6= 0, sehinggaf(x)g(x) = (a0b1 + a1b0)x+ � � �+ anbmxn+m, dengandeg(f(x)g(x)) � n +m, dan deg(f(x)g(x)) = n +mjika dan hanya jika anbm 6= 0, dengan kata lain anatau bm bukan suatu pembagi nol di dalam R.
3 HASIL DAN PEMBAHASANPada bagian 2 telah dibahas tentang himpunanpolinomial-polinomial R[x] dengan koe�sien-koe�siendi dalam gelanggang R, yang juga merupakan suatugelanggang atas jumlahan dan perkalian polinomial.Derah integral merupakan sebuah gelanggang komu-tatif dengan penambahan syarat mempunyai elemensatuan dan tidak memuat pembagi no [3]. Untuk me-nunjukkan bahwa ternyata jika koe�sien-koe�sien didalam himpunan polinomial-polinomial tersebut di-ambil dari suatu daerah integral, maka akan terbentuk

suatu polinomial daerah integral cukup ditunjukkanbahwa D[x] tidak memuat elemen pembagi nol. Halini tertuang di dalam teorema berikut:
Teorema 4 Jika D suatu daerah integral, maka1. D[x] adalah suatu daerah integral, dan
2. Elemen satuan dari D[x] juga merupakan elemensatuan dari D.

Bukti:
1. Jika f(x) 6= 0 dan g(x) 6= 0, maka

deg(f(x)g(x))= deg(f(x)) + deg(g(x)) � 0 > �1;
sehingga diperoleh f(x)g(x) 6= 0 atau f(x) dang(x) bukan pembagi nol di dalam D[x].

2. Jika f(x)g(x) = 1 maka
deg(f(x)g(x)) = deg(f(x)) + deg(g(x))= deg(1) = 0;

sehingga f(x) dan g(x) keduanya adalah polino-mial berderajat nol, yang merupakan elemen didalam D. Oleh karena itu, terdapat elemen sa-tuan di dalam D[x], yang sekaligus merupakanelemen satuan di dalam D.
4 KESIMPULAN
Berdasarkan uraian pada hasil dan pembahasan, da-pat diambil kesimpulan bahwa jika koe�sien dari suatuhimpunan polinomial diambil dari suatu daerah inte-gral, maka himpunan polinomial tersebut memenuhistruktur daerah integral, yang disebut polinomialdaerah integral.Lebih lanjut dapat diselidiki struktur aljabar yanglebih khusus pada himpunan polinomial-polinomial,seperti struktur Lapangan (�eld).
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