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PROSES STOKASTIK KELAHIRAN-KEMATIAN MURNI

Eddy Roflin
Jurusan Matematika Fakultas MIPA Universitas Sriwijaya

ABSTRAK

Proses stokastik yang banyak dijumpai dalam kehidupan sehari-hari adalah
proses dengan ruang keadaan diskrit dan waktu kontinyu. Secara matematik proses
seperti ini dinyatakan oleh proses Poisson yang sering pula disebut proses cacah.
Salah satu perluasan dari proses Poisson adalah proses kelahiran murni (pure birth
process) dimana kejadian pada waktu tertentu bergantung pada banyaknya kejadian
pada waktu sebelumnya. Kebalikan dari proses kelahiran murni ini adalah proses
kematian murni (pure death process), sedangkan gabungan dari kedua proses ini
disebut dengan proses kelahiran-kematian murni (pure birth-death processes).
Apabila proses tersebut memenuhi syarat linieritas, maka proses-proses itu disebut
dengan proses Yule-Furry.Setiap individu dapat dibedakan menurut jenis
kelaminnya, yaitu wanita dan laki-laki. Oleh karena itu, pada makalah ini dibahas
proses stokastik kelahiran - kematian murni dengan dua jenis kelamin pada proses
Yule-Furry Proses stokastik ini meliputi empat peristiwa yaitu terjadinya kelahiran
wanita, kelahiran laki-laki, kematian wanita dan kematian laki-laki, sehingga
diperoleh model proses Poisson dengan empat peristiwa tersebut.

1. Pendahuluan

roses  stokastik  adalah merupakan model matematik yang banyak
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himpunan vanabel acak
yang merupakan fungsi
waktu
disebut dengan proses acak, (Praptono,

atau ruang), yang sering pula

1986). Proses stokastik dengan ruang state
diskrit dan waktu kontinyu merupakan

perkembangan atau. perluasan dari proses

_ stokastik dengan ruang state diskrit dan

waktu diskrit. Proses stokastik dengan
ruang state disknt dan waktu kontinyu

dijumpai dalam kehidupan schari-hari.
Secara matematik, bentuk yang seperti ini
di antaranya adalah proses Poisson.

Proses stokastik dengan waktu
kontinyu mempunyai ruang state diskrit
atau kontinyu. Seandainya X(t) menyatakan
banyaknya panggilan pada satu alat telepon
dalam interval waktu (0,t]. Banyaknya
variabel acak X(t) adalah kontinyu, tetapi
ruang sate X(t) diskrit, proses stokastik X(t)
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= (,1,2,.. dikatakan mempunyai waktu
kontinyu dengan ruang state diskrit.
Misalkan Z(t) menyatakan temperatur
maksimum suatu tempat pada interval
waktu (0,t]. Proses stokastik Z(t) i
mempunyai waktu kontinyu dengan ruang
state yang kontinyu pula.

Proses stokastik dapat digoiongkan
menjadi 4 (empat) macam proses, (Cox and
Miller, 1987), vyaitu proses stokastik
dengan:

a. Waktu diskrit dan ruang state diskrit.

b. Waktu diskrit dan ruang state kontinyu.
¢. Waktu kontinyu dan ruang state diskrit.
d.Waktu kontinyu dan ruang state kontinyu.

G) P{NgttAD=1 | N@® = i}
| Noy = i)
| No = i}

(i) PIN( t+A) =0
(i) P{N(t t+A)=m

denganm =234,...

Untuk At —» 0, (Cox and Miller, 1987,
him:149) akan diperoleh persamaan
diferensial di bawah ini.

pi()=~4 PO+, P (1);i21 24

3. Proses -Kelahiran Murni pada
Proses Yule-Furry

Pandang populasi yang anggota-
anggotanya makhluk biologi atau bendas

i

i

il
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Keempat macam proses stokastik
tersebut semuanya dapat dinyatakan
dengan {X(t), teT}, dalam hal waktu
diskrit biasanya digunakan parameter n,

sehingga ditulis {X,, n=0,1,2,...}.

2. Proses Kelahiran Murni (Pure
Birth Process)

Misalkan -A adalah suatu bansan
bilangan positiff maka suatu proses
kelahiran mumi didefinisikan sebagai
sebuah proses Markov yang memenuhi
postulat di bawah ini.

A, At + o(AD), .1
1-A,At + o(At), 2.2)
o( At). (2:3)

benda fisika, yaitu anggota populasi yang
dapat melahirkan (memecah diri) anggota
baru yang tepat sama seperti induknya,
dengan asumsi bahwa tidak ada populasi
yang mati ataupun berimigrasi.

Anggap bahwa untuk sclang waktu
(t, t+At) tiap anggota populasi mempunyai
peluang AAt + o(At) untuk melahirkan
anggota baru. Jika banyaknya individu pada
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waktu t adalah i, maka peluang akan ada
satu kelahiran antara t dan t+At adalah iAAt
+ ofAt).

Misalkan N(t), suatu variabel acak,
menyatakan banyaknya individu pada
waktu t, dan Py(t) = P{N(t) = i}. Dengan
mengambil A; = iA, maka Pi(t) dapat dicari
dari persamaan
Pi(t)=-i AP(D) + (-1) AP, (1) ; 21 (3.1)
Jika syarat awal diberikan maka Py(t) dapat

ISSN: 1410-7088

4. Proses Kematian Murni (Pure
Death Process)

Proses ini merupakan kebalikan dari
proses kelahiran murni. Misalkan ;1 adalah
suatu barisan bilangan positif, maka suatu
proses kematian mumi didefinisikan
sebagai suatu ptoses Markov yang
memenuhi postulat di bawah ini.

dinyatakan secara eksplisit.

@ PNt trAD=-1 | N@® = j = pAt+ ofAl), | “.1)
() P{NGt+AH=0 | N@© = j} = 1-p.At + o(At), @2
(i) PNt trA)=-m | N@t) = j} = oAb | (4.3)

denganm =234, ..

Untuk At — 0 maka akan diperoleh persamaan diferensial
P(t)=—uP,(t)+ Hy Py (1) 5 denganj=0,12,... 4.4)

S. Proses Kematian Murni pada
Proses Yule-Furry

Pandang populasi yang anggota-
anggotanya makhluk biologi atau benda-
benda fisika, yaitu anggota populasi yang
dapat mati, dengan asumsi bahwa tidak ada
populasi yang lahir ataupun beremigrasi.
Anggap bahwa untuk selang waktu (t, t+At)
tiap anggota populasi mempunyai peluang

HAt + o(At) untuk satu kematian Jika
banyaknya individu pada waktu t adalah j,
maka peluang akan ada satu kematian
antara t dan t+At adalah JUAL + o(At).

Misalkan N(t), suatu variabel acak,
menyatakan banyaknya individu pada
waktu t, dan Pi(t) = P{N(t)=j}. Dengan
mengambil y; = ju, maka P(t) dapat dicari
dari persamaan
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Ni(At) = Banyaknya kelahiran pada saat At,
dan

Nx(At) = Banyaknya kematian pada saat At,

6. Proses Kelahiran-Kematian maka proses N(At) = N;(At) + Ny(At)
Murni (Pure Birth-Death :
Proc ) merupakan  proses  Poisson  dengan

parameter A + L, yaitu

e—(l.+_u)Al {()\' + [J)At}k
k!

Penggabungan proses  stokastik
kelahiran dan kematian murni disebut P(AY) =
dengan proses stokastik kelahiran-kematian
murni. Proses ini mempunyai banyak
aplikasi dalam pemodelan stokastik untuk
berbagai fenomena di lapangan.
Jika Ni(At) dan Ny(At) merupakan

6.1)

Misalkan A dan p adalah suatu
barisan bilangan positif, maka suatu proses
kelahiran-kematian . mumi  didefinisikan

scbagai suatu proses Markov yang
dua proses Poisson dengan parameter A dan

memenuhi postalat di bawah ini.

i yang keduanya saling bebas, dimana
@ PINGLtraD= 1 | N@t) = k} = A,At + o(AY), (6.2)
() PNGt+AD=-1 | N® =k} = p,At + ofAl), (6.3)
@) PINGtAD= 0 | Ny = k} = A - (A, +p,)At + o(At), (6.9)
(v) PINLtrAY=a | N® =k} = ofAt), (6.5)
() P{NGtrA)=-a | N@® = k} = O(At), (6.6)

dengana=234,...
untuk At —> 0 kita dapatkan persamaan diferensial

Po®) = -Chy + PO + Ay Py(® + g1y Py ©.7)
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7. Proses Kelahiran-Kematian
Murni pada Proses Yule-Furry
Pandang populasi yang anggota-
anggotanya makhluk biologi atau benda-
benda fisika, yaitu anggota populasi yang
dapat melahirkan (memecah diri) anggota
baru yang tepat sama seperti induknya dan
juga dapat mati. Anggap bahwa untuk
selang waktu (t, t+At) tiap anggota populasi
mempunyai peluang AAt + o(At) untuk
melahirkan anggota baru dan mempunyai
peluang pAt + o(At) untuk satu kematian.
Jika banyaknya individu pada waktu t
adalah k, maka peluang akan ada satu
kelahiran antara t dan t+At adalah kAAt +
o(At) dan peluang akan ada satu kematian
antara t dan t+At adalah kAt + o(At).
Misalkan N(t), suatu variabel acak,
menyatakan banyaknya individu pada
waktu t, dan Pi(t) = P{N(t)=k}. Dengan
mengambil A, =kA dan p, = ky, maka P(t)

dapat dicari dari persamaan
Pe (1) =- k(A + 1) Pi(t) + (k+1)A Pea (1)
+ (k-1)p Pyi(t) (7.1)

8. Pengembangan proses stokastik
kelahiran-kematian murni

Pada butir 2 sampai dengan 7 di atas
disajikan Proses kelahiran murni, proses
kematian murni, proses kelahiran-kematian
nurni dan proses Yule-Furry. Dalam butir 8
inii, akan  dibahas satu  bentuk
pengembangan dari proses  stokastik
kelahiran-kematian mumi yaitu, persamaan
diferensial parsial untuk proses stokastik
kelahiran-kematian murni dengan dua jenis
kelamin pada proses Yule-Furry.

Jika Ni(At) dan N(Af) dan Ni(At)
dan N,(At) merupakan empat proses
Poisson dengan parameter (X;), (A2), (11),
(12) dan keempatnya saling bebas, dimana:

N,(At) = banyaknya kelahiran wanita pada saat
At.

N,(At) = banyaknya kelahiran laki-laki pd saat
At

Nj(At) = banyaknya kematian wanita pada saat
At.

N4(Af) = banyaknya kematian laki-laki pd saat
At,

maka proses N(At) = Nj(At) + Ny(At) +

N3(At) + Ny(At) merupakan proses Poisson

dengan parameter A, + A, + 1 + m

Pernyataan tersebut dapat dijelaskan

sebagai berikut:
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Ni(At) Na(At)
(———H (_—_Jb_ﬁ‘

0 i r
N>(At) N«(At)

Gambar 2. Proses Poisson dengan Empat Peristiwa

PA(AY) = ZP{N (A) = kdanN,(At) = 1-kdan

m=l=k=0

N,(At) = m~ldanN,(At) = n—-m}.

Dengan merujuk pada teorema bahwa homogenitas dalam waktu dan regularitas,
Variabel acak N(t) yang memenuhi asumsi- mengikuti distribusi Poisson dengan rata-
asumsi proses Poisson, yaitu independensi, rata (mean) A1, yaitu
-t .
P(t) = S—-—(—Al =0,1,2,... maka diperoleh
n!

m=l=k=0 l‘

P(Ag= iy 3 {1 [ ) (DALY {(A,)88"

{(r)Ag™ X {(n)A}"™
(m -1 (n-m)! |

Dengan merujuk pada persamaan Binomial, maka diperoleh

ma|=0 m! (n - m)!

pn(At)= e'(_m-f'#z-ﬁ-knlz)m X i {_}_ (rln] {(7&1+K2)At}l {(“l)t}m..l x {(!J])At}n_m}

Selanjutnya,
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P(A)= e (mtHathird)l g i{l(zj{(x, + Ay + 1AL {(1, )AL} ™ Jadi

| n!

Py(At)=
n!

Persamaan (8.1) ini merupakan proses
Poisson dengan empat peristiwa yaitu
peristiwa terjadinya  kelahiran  wanita,
kelahiran laki-laki, kematian wanita dan
kematian laki-laki.

Untuk sebuah proses stokastik
kelahiran-kematian murni dengan dua jenis
kelamin dapat dijelaskan sebagai berikut :
Pada selang waktu (t, t+At) :

0 tidak terjadi satu kelahiran dan
kematian baik wanita maupun laki-laki,
atau

O terjadi satu kelahiran wanita (i+1) dan
tidak terjadi satu kelahiran laki-laki,
atau

O terjadi satu kelahiran laki-laki (j+1) dan
tidak terjadi satu kelahiran wanita, atau

Q terjadi satu kematian wanita (i-1) dan
tidak terjadi satu kematian laki-laki,
atau

O terjadi satu kematian laki-laki (j-1) dan
tidak terjadi satu kematian wanita.

e-(!‘:*‘#z*'.ﬂi*lz)' {(l—h +U, + )‘-1 + 7\'2 )t}“

CRY

Selain itu kecil sekali kemungkinan muncul

O terjadinya dua atau lebih kelahiran
wanita (i+a,j; a > 2)-atau

O terjadinya dua ataun lebih kelahiran laki-
laki (i,j+a; a > 2) atau

O terjadinya dua atau lebih kematian
wanita (i-a,j; a 2 2) atau

O terjadinya dua atau lebih kematian laki-
laki (i,j-a; a 2 2).

Maka dapat dirumuskan postulatnya

dengan menggunakan persamaan (9.1),

dengan P,(At) = P{N(t, t+At) = n}, yaitu

Jika tidak terjadi kelahiran dan kematian

baik wanita maupun laki-laki, maka

P{N(t, t+At) - 0} = e ththathismnt

dengan merujuk pada rumus deret Taylor,

maka diperoleh

P{N(t, t+At) =0} = 1-(Ar+ 22+ i+ pa)

At + % (O + Mg+ i+ ) At P+

w1~ (A+ Azt + o) At + o(At).
Simbol o(At) berarti bahwa jika o(At)
dibagi dengan At, maka nilainya akan
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menuju ke nol, bilamana At mendekati nol
(Taylor, 1984).
Jika terjadi satu kelahiran atau kematian
baik wanita maupun laki-laki, maka
PIN(tL tHAD =1} = (Ay+ Ay ju + ) At
g ~(hthr i )AL

Mt Attt ) At+ {(A At

+ At P+

= (A + A+ + o) At + ofAt).
Sedangkan untuk peristiwa hanya terjadinya
satu kelahiran wanita dan tidak ada satupun
kematian, maka A, = y; = p, = 0, sehingga
diperoleh
P{N(t, t+tAt) =1} = (A)) At+ o{At),
Untuk perisiwa hanya terjadinya satu
kelahiran laki-laki dan tidak ada satupun
kematian, maka A; = y; = p, = 0, sehingga
diperoleh
P{N(t, t+tA) =1} =~ (&) At +o(A1),
Untuk peristiwa hanya terjadinya satu
kematian wanita dan tidak ada satupun
kelahiran, maka A, = A, = [, = 0,
sehingga diperoleh
P{N(t, t+tA) =1} = () At+ o(At),

Untuk- peristiwa hanya terjadinya satu
kematian laki-laki dan tidak ada satupun
kelahiran, maka A; = A, = y, = 0, sehingga
diperoleh

P{N(t, t+A) =1} = () At+ oAt).

Selanjutnya karena n merupakan
banyaknya individu wanita dan laki-laki
pada saat t maka n dapat dibedakan
‘menjadi dua, yaitu dengan memisalkan i
sebagai banyaknya individu wanita dan j
sebagai banyaknya individu laki-laki,
dengan syarat untuk kelahiran laki-laki
selalu memakai koefisien 1 yaitu (A,

Jika banyaknya peristiwa yang terjadi
dalam selang waktu (t, t+At) adalah
independen dengan banyaknya peristiwa
yang terjadi dalam selang waktu (0,t}, yang
mana banyaknya peristiwa yang terjadi
dalam selang waktu (0] disimbolkan
dengan ij, (Cox and Miller, 1987). Maka
Py(t) = Py(t) memenuhi sifat-sifat seperti
berikut:

i P{N(t)=1ij} = Py1). 82)
i, P{N(t t+A)= 0,0  [N@®)=ij} = I-{(A)i+Adi+ (u)i+ ()jAt+o(A).  (83)
ii. PN(t t+A)= 1,0  [N()=1j} = (A1) At+o(At). 84)
iv. P{N(, t+At)= 0,1 [N =14} = (Az) At+ o(At). 8.5)
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v. P{N(tL t+AD)=-1,0 [N@®)=1ij} = () At+ o(At). (8.6)
vi. PIN(L tHAD = 0.1 [N =ij} = (u); At+ ofAt). | (8.7)
vii. P{N(t, t+A) = a0  |N@®)=ij} = ofA1). | (8.8)
Vvili. P{N(t, t+Af) = 0,2 |N()=ij} = o(At). _ (8.9)
ix. P{N(t, t+A)= -0 |N@®=Lij} = ofA1). (8.10)

= o(At). @.11)

x. P{N(t t+tAt)= 0,-a | N(t) =ij}

Banyaknya peristiwa yang terjadi dalam selang waktu (t, t+At) adalah independen dengan
banyaknya peristiwa yang terjadi dalam selang waktu (0,t], (Cox and Miller, 1987).

untuk At >0 akan diperoleh

Py(t+At) = P{N(t, t+At) = Lj}
= P[{N(t) =1ij dan N(t, t+At) = 0} atau

{N(t) = i-1,j dan N(t, t+At) = 1,0} dan {N(t) = i-1,j dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = 1j-1 dan N(t, t+At) =0,1} dan {N(t) = ij-1 dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = i+1j dan N(t, t+At) = -1,0} dan {N(t) = i+1,j dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = i,j+1 dan N(t, t+At) = 0,-1} dan {N(t) = i,j+1 dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = i-a,j dan N(t, t+At) =a,0} dan {N(t) =i-a,j dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = i,j-a dan N(t, t+At) = 0,a} dan {N(t) = ,j-a dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = i+aj dan N(t, t+At) = -a,0} dan {N(t) = i+a,j dan N(t, t+At) = 0,0} atau
{N(t) = Lj+a dan N(t, t+At) = 0,-a} dan {N(t) = ij+a dan N(t, t+At) = 0,0}]
dengana=234,...

Dengan merujuk pada sifat-sifat Pi(t) dan dengan memisahkan Py(t) pada sisi kiri serta
membagi dengan At maka persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk seperti di bawah

i
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Pij (t+At)— Pij(t)

At
= < {0+ Qi+ (o) + (M2);} Epij(t) +

A A
{(l )ici At O(Att)} {1 -(X, ),-1 At O(Att)} 1-1,(0

A
). 3 pcul {1 ()i “ft‘)} P (1) +

" At At
A A
Joa s + L i i+ L 0+

O(At) o At)
{( 2),+1 At }“{ ~(u 2),+1 At + At } P, (1) +

el

D {Puj(® Pift) + Py Pis(t) +

a=2

At

o(At)

P,'ﬂd'(t) Pi,j(t) + Pi'j+a(t) Pi‘j(t) } AL

Kemudian untuk At — 0, akan diperoleh

P;(t+At) - Py(t)
m

At
st At = Hm - (i + (ki (ki + (o)} = Pil) +

A At
{(x gy + E a5+ e 0 4

At O(At) O(At)
)i At }{1 ~-(a, ). At At } P.() +

A A
{( n+l At 0( t)} {1 ( l)n+l At 0( t)} l+lj(t) +

A - At
( 2),+1 At 0( t)} {1 ( 2),+1 At O(At )} j,j.n(t) +

D {Pui(®) Pyt) + Piga(®) Pii(t) +

a=2
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Dengan lim =,

At—0

o( At)
At

dan {l (l)_iAt At

dan { (lul )H-l

menyatakan berturut-turut, peluang tidak
adanya satupun kelahiran wanita dan
peluang tidak adanya satupun kelahiran
laki-laki dan peluang tidak adanya satupun
kematian wanita dan peluang tidak adanya
satupun kematian laki-laki yang berharga 1
(satu), maka diperoleh persamaan
diferensial untuk Pi(t) seperti di bawah ini.
Pi())=" - {(A)i+ A+ Guuk +

(uz)i} Pi(®) + A Pigi(t) + (Ra)i Pij(®) +
(1)1 Picr (1) + (H2)jr1 Pija(t) (8.12)
denganij=0,1,23,..

Untuk proses stokastik kelahiran-
kematian yang linier (Yule-Furry) dengan
dua jenis kelamin berlaku ( A;); = i(A,) dan
( A2 = i(Az) dan (i) = i() dan (o) =
J(u2), sehingga diperoleh:

Py () = - (ih +ida + g + ju) Py(t) +

o(At)} {1 (7»2) At o(At)}

_ISSN: 1410-7058 |

A
Piaj(t) Pij(t) + Pijua(t) Pij(0) } 2(_AL) .

At

Lo o(At)
At} {1 ("’)’*‘At At }

(-DAPL() + 1A P(t) +

(i+1) py Pigg(® + G+D 12Pia (D),  (8.13)

denganij=0,1,23,..
dimana
Pi(t) = peluang banyaknya wanita dan laki-
laki pada saat t.
A1 =rata-rata kelahiran wanita.
A»  =rata-rata kelahiran laki-laki.
iy  =rata-rata kematian wanita.
M2 = rata-rata kematian laki-laki.
i = banyaknya individu wanita

i) = banyaknya individu laki-laki.

t = waktu.

Untuk proses stokastik kelahiran-
kematian yang linier (Yule-Furry) dengan
dua jenis kelamin berlaku (A;); = i(A) dan
(A2) = i(A2) dam (i), = i(y) dan (po); =
j(u1), sehingga diperoleh:
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Pi(t) =- (A +iky +ipy +

Jw) Py + (i-1) A Py(t) +
A2Piga(®) + G+ DpePior () +
G+1) oPij (D), (8.14)
dengan ij=0,1,23,...

dimana

Pj(t) = peluang banyaknya wanita dan
laki-laki pada saat t.

A,  =rata-rata kelahiran wanita.
A,  =rata-rata kelahiran laki-laki.
i1 =rata-rata kematian wanita.

H; = rata-rata kematian laki-laki.

1 = banyaknya individu wanita.
J = banyaknya individu klaki-laki.
t = waktu.

Persamaan diferensial parsial untuk fungsi
pembangkit peluang transisi dari sebuah
proses stokastik kelahiran-kematian murni

S
at

Selanjutnya diperluas pangkat dari 6,, 0,
dan samakan koefisien yang berhubungan
dengan pangkatmya ~ Misalkan Ki(t)
menyatakan gabungan dari order (ij),
sebagai contoh, K;i(t) adalah rata-rata
banyaknya wanita, K;,(t) adalah kovariansi

= (u, +A, 1, - pe - 2" - A€ )geE - u,(e°
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dengan dua jenis kelamin pada proses Yule-
Furry dengan syarat

.
G(ziz,1) = sz 221Py ),

i j=0

(8.15)

adalah
oG

— = (Mt )z + Mz +

ot

oG
Aazyzy+ u‘}g + pa(l-2,) gz— (8.16)

1 2

Rata-rata dan  variansi-variansi  dari
persamaan (8.16) yang menyatakan
banyaknya laki-laki dan wanita yang hidup
pada saat t, adalah

? . ])215

1 2
dari banyaknya laki-laki dan wanita, dan
seterusnya.
Kio(®) = (M- ) kiol2),
Kot () =M Kio0) - pz koy(2),

Ko () = 2(Ay ) kao(t) + (Ar - 1) Fro(0),

2 Eddy Roflin
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K () = A Koo(0) + (Mg -1y - pa) kn(0),

Koz (1) = 2R Kia(t) - 2412 koa(t) + A2 Kyolf) -
2 k(7).

Persamaan ini dapat dengan mudah
disclesaikan secara terurut; persamasn-
persamaan itu menyatakan distribusi

Kiolt) = c(;vl'lh)t

A,n
Koi(t) = A v S
hy—n +n,

e(lx“l‘l n o4 (nz -
Jadi jika A, >, , limit rasio banyaknya
wanita dan laki-laki yang diharapkan
adalah (A - 1y + p2) / Ao

9. Kesimpulan

Kesimpulan yang dapat diambil dari
model persamaan diferensial parsial untuk
proses stokastik kelahiran-kematian murni
dengan dua jenis kelamin pada proses
Yule-Furry adalah sebagai berikut:

a. Proses stokastik kelahiran-kematian
murni dengan dua jenis kelamin pada
proses Yule-Furry mempunyai empat
peristiwa  yaitu terjadinya kelahiran
wanita, kelahiran laki-laki, kematian
wanita dan kematian laki-laki, sehingga
diperoleh model proses Poisson dengan
empat peristiwa.

marginal dari banyaknya wanita, yang
menyatakan sebuah proses kelahiran-
kematian sederhana Penyelesaian untuk
rata-rata, jika n, menyatakan banyaknya
wanita pada saat awal dan n, menyatakan
banyaknya laki-laki pada saat awal, adalah

R T P

b. Postulat untuk proses stokastik
kelahiran-kematian murni dengan dua
Jenis kelamin pada proses Yule-Furry
dapat diperoleh dari model proses
Poisson dengan empat peristiwa di atas.

¢. Dari postulat yang sudah ada diperoleh
persamaan diferensial parsial untuk
proses stokastik  kelahiran-kematian
murni dengan dua jenis kelamin pada
proses Yule-Furry, yaitu

oG
Y ={-{M+tA)z -z +

Mz + Az Zz“"lll}é'z"l‘ +

oG
1-2z} —.
p2(1 - 25} oz,
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