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Abstract. Neutrosophic module over the ring with unity is an algebraic structure formed by a 

neutrosophic abelian group by providing actions scalar multiplication on the structure. The elementary 

properties of neutrosophic module have been looked at, that are intersection dan summand among 

neutrosophic submodules are neutrosophic submodule again, but it not true for union of neutrosophic 

submodules. In this article discussed the advanced properties of the neutrosophic module and the 

algebraic aspects respect to this structure, including neutrosophic quotient module and neutrosophic 

homomorphism module and can be shown that most of the properties of the classical module still true 

to the neutrosophic structure, especially with regard to the properties of neutrosophic homomorphism 

module and the fundamental theorem of neutrosophic homomorphism module. 
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1. PENDAHULUAN 

Neutrosofik modul atas ring dengan 

unsur satuan adalah suatu struktur aljabar 

yang dapat dibentuk dari neutrosofik grup 

komutatif yang diberikan tindakan 

perkalian skalar pada struktur tersebut. 

Struktur neutrosifik ini telah diperkenalkan 

oleh Agboola, et al [1] pada tahun 2012. 

Selanjutnya pada tahun 2015, sifat-sifat 

dasar yang berlaku pada neutrosofik modul 

telah dibahas pada [2]. Sifat-sifat dasar 

yang sudah ditinjau adalah bahwa operasi 

irisan dan hasil tambah neutrosofik 

submodul-neutrosofik submodul 

senantiasa merupakan neutrosofik 

submodul lagi, tetapi tidak demikian 

halnya dengan operasi gabungannya.  

Untuk membahas sifat-sifat lanjut dari 

neutrosofik modul, perlu diingat kembali 

unsur neutrosofik yang merupakan kunci 

dari pembentukan struktur neutrosofik 

secara umumnya. Pada [3] dan [4] telah 

diperkenalkan unsur neutrosofik sebagai 

suatu unsur yang bersifat idempoten 

terhadap operasi perkalian dan dapat 

dipandang sebagai indeterminate. Unsur 

ini memegang peranan penting dalam 

pembentukan unsur-unsur himpunan dari 

struktur neutrosofiknya. 

Unsur neutrosofik dinotasikan dengan 6 adalah suatu indeterminate yang bersifat 

idempoten terhadap operasi perkalian, 

yaitu 6 ∙ 6 = 60 = 6. Perlu dicatat bahwa 

unsur neutrosofik 6 tidak sama dengan 

unsur satuan 1 dari ring dasar pembentuk 

neutrosofik modulnya. 

Pada makalah ini diberikan sifat-sifat 

lanjut dari neutrosofik modul, terutama 

yang berkaitan dengan neutrosofik ideal 

faktor dan neutrosofik homomorfisma 

modul serta teorema utama homomorfisma 

neutrosofik modul. 

 

2. PEMBAHASAN 

2.1.Neutrosofik Ring dan Aspek Aljabar 

Terkait 

Sebagai awal pembahasan berikut ini 

diberikan definisi neutrosofik grup sebagai 

dasar pembentukan neutrosofik modul. 

Definisi 2.1 [5] Misalkan v = ሺv,∗ሻ 
sebarang grup, neutrosofik grup yang 

dibangun oleh 6 dan v dibawah operasi ∗ 

dinotasikan dengan ܰሺvሻ = ሼ〈v ∪ 6〉,∗ሽ. 
Neutrosofik grup ܰሺvሻ = ሼ〈v ∪ 6〉,∗ሽ tidak 

lain adalah himpunan yang unsurnya 

berupa ƅ ∗ �6, dengan ƅ, � ∈ v dan 6 
suatu unsur neutrosofik. 

Selain neutrosofik grup, konsep dasar yang 

perlu diingat adalah neutrosofik ring. 

Berikut ini diberikan definisi dan sifat-sifat 

yang berkaitan dengan neutrosofik ring.  
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Definisi 2.2 [6] Misalkan ܴ = ሺܴ, +,∙ሻ 
sebarang ring, maka himpunan 〈ܴ ∪ 6〉 = ሼƅ + �6 | ƅ, � ∈ ܴሽ 
dinamakan neutrosofik ring yang 

dibangun oleh ܴ dan 6 dibawah operasi 

dari ܴ. 

Beberapa sifat penting dan aspek aljabar 

terkait dengan neutrosofik ring, dituangkan 

dalam beberapa teorema dan definisi 

berikut. 

Teorema 2.3 [6] Setiap neutrosofik ring 

merupakan ring dan senantiasa memuat 

himpunan bagian sejati berupa ring. 

Bukti :  

Misalkan 〈ܴ ∪ 6〉 sebarang neutrosofik 

ring. Pada 〈ܴ ∪ 6〉 didefinisikan dua buah 

operasi biner “+" dan “∙ " sebagaimana 

berlaku pada ring ܴ. Seperti pada 

pembuktian struktur ring klasik dapat 

dibuktikan bahwa 

a. ሺ〈ܴ ∪ 6〉, +ሻ merupakan grup 

komutatif 

b. ሺ〈ܴ ∪ 6〉,∙ ሻ merupakan semigrup 

c. Sifat distributif kiri dan distributif 

kanan dipenuhi. 

Sedangkan bukti untuk bagian keduanya 

langsung dari kenyataan bahwa ring ܴ Ì 〈ܴ ∪ 6〉.< 

Sebagaimana berlaku dalam teori ring 

klasik, yaitu terdapatnya homomorfisma 

ring, dalam struktur neutrosofik juga 

dikenal konsep yang sama, berikut ini 

diberikan definisi/ pengertian 

homomorfisma neutrosofik ring. 

Definisi 2.4 [6] Misalkan 〈ܴ ∪ 6〉 dan 〈ܴ′ ∪ 6〉 adalah dua neutrosofik ring. 

Pemetaan F ∶ 〈ܴ ∪ 6〉 → 〈ܴ′ ∪ 6〉 disebut 

homomorfisma neutrosofik ring jika 

dipenuhi kondisi-kondisi berikut :  

a. F ∶ 〈ܴ ∪ 6〉 → 〈ܴ′ ∪ 6〉 suatu 

homomorfisma ring 

b. Fሺ6ሻ = 6 
Dari pengertian homomorfisma 

neutrosofik ring ini, diperoleh himpunan 

yang anggotanya terdiri atas semua ݔ ∈ 〈ܴ ∪ 6〉 yang oleh F dipetakan ke 

0′ ∈ 〈ܴ′ ∪ 6〉  dan dinamakan kernel dari F 

serta dinotasikan dengan KerሺFሻ. Dengan 

demikian 

KerሺFሻ = ሼݔ ∈ 〈ܴ ∪ 6〉 |Fሺݔሻ = 0′ሽ. 

Selanjutnya dari ring neutrosofik 〈ܴ ∪ 6〉, 
secara khusus ditinjau neutrosofik grup 

komutatif ሺ〈ܴ ∪ 6〉, +ሻ dan dibentuk 

homomorfisma-homomorfisma 

neutrosofik grup dari ሺ〈ܴ ∪ 6〉, +ሻ ke 

dirinya sendiri atau endomorfisma 

neutrosofik grup. Jika semua 

endomorfisma neutrosofik grup F ∶〈ܴ ∪ 6〉 → 〈ܴ ∪ 6〉 dihimpun kedalam 

himpunan  

End ሺ〈ܴ ∪ 6〉ሻ = Hom ሺ〈ܴ ∪ 6〉, 〈ܴ ∪ 6〉ሻ 
= ሼF | F ∶ 〈ܴ ∪ 6〉→ 〈ܴ∪ 6〉,homomorfismaሽ 

maka dipunyai hasil berikut ini. 

Teorema 2.5 [1] Misalkan ሺ〈ܴ ∪ 6〉, +ሻ 
suatu neutrosofik grup dan End ሺ〈ܴ ∪ 6〉ሻ 
adalah himpunan semua endomorfisma 

neutrosofik grup pada ሺ〈ܴ ∪ 6〉, +ሻ. Jika 

pada himpunan End ሺ〈ܴ ∪ 6〉ሻ 
didefinisikan dua buah operasi 

penjumlahan dan perkalian dengan ሺF + Yሻሺݔሻ = Fሺݔሻ + Yሺݔሻ dan 

 ሺF ∙Yሻሺݔሻ = F൫Yሺݔሻ൯, 
untuk setiap F,Y ∈ End ሺ〈ܴ ∪ 6〉ሻ dan ݔ ∈ 〈ܴ ∪ 6〉, maka ሺEnd ሺ〈ܴ ∪ 6〉ሻ, +,∙ሻ 
merupakan neutrosofik ring. 

Bukti :  

serupa dengan pembuktian untuk ring 

klasik. < 

Berikut ini diberikan pengertian tentang 

struktur neutrosofik subring dan subring 

dari suatu neutrosofik ring beserta 

perbedaannya. 

Definisi 2.6 [6] Misalkan 〈ܴ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ring. Himpunan bagian sejati ܲ dari 〈ܴ ∪ 6〉 dikatakan neutrosofik 

subring dari 〈ܴ ∪ 6〉 jika ܲ = 〈ܵ ∪ n6〉, 
dengan ܵ subring ܴ dan n suatu bilangan 

asli. Dalam hal ini dikatakan ܲ dibangun 

oleh ܵ dan n6 dibawah operasi yang 

berlaku pada ܴ. 

Definisi 2.7 [6] Misalkan 〈ܴ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ring dan ܲ sebarang himpunan 

bagian sejati dari 〈ܴ ∪ 6〉 sedemikian 

hingga ܲ merupakan ring, maka ܲ 

dinamakan subring dari 〈ܴ ∪ 6〉. 
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Untuk memperjelas perbedaan tentang 

neutrosofik subring dan subring dari suatu 

neutrosofik ring diberikan contoh berikut. 

Contoh 2.8 Pandang neutrosofik ring 〈฀ଵ 0∪ 6〉, maka himpunan bagian sejati ܲ = ሼ0, 6, 6, 26, 36, 46,⋯ , 116, 6 + 6, 6

+ 26, 6 + 36,⋯ , 6 + 116ሽ 
dari 〈฀ଵ 0∪ 6〉 merupakan neutrosofik 

subring dari 〈฀ଵ 0∪ 6〉, hal ini karena ܵ = ሼ0, 6ሽ adalah subring dari ฀ଵ 0. Dengan 

demikian dipunyai ܲ = 〈ܵ ∪ 6〉 merupakan 

neutrosofik subring dari 〈฀ଵ 0∪ 6〉. 
Selanjutnya jika diambil  ଵܲ =ሼ0, 2, 4, 6, 8, 10, 26, 46, 66, 86, 106, 2 +

26, 2 + 46,⋯2 + 106, 10 + 26, 10 +

46,⋯ , 10 + 106ሽ  
dan 0ܲ = ሼ0, 6 + 66ሽ, maka ଵܲ merupakan 

neutrosofik subring dari 〈฀ଵ 0∪ 6〉. 
Sebaliknya meskipun 0ܲ merupakan 

subring 〈฀ଵ 0∪ 6〉 terhadap operasi yang 

sama, tetapi bukan merupakan neutrosofik 

subring dari 〈฀ଵ 0∪ 6〉. 
Terkait pembahasan sifat-sifat lanjut dari 

neutrosofik modul, berikut ini diberikan 

konsep dasar yang diperlukan, diantaranya 

konsep neutrosofik ideal, sebagaimana 

diberikan oleh definisi dan teorema 

berikut. 

Definisi 2.9 [1] Misalkan 〈ܴ ∪ 6〉 sebarang 

neutrosofik ring. Suatu himpunan bagian 

tidak kosong P dari 〈ܴ ∪ 6〉 disebut 

neutrosofik ideal dari 〈ܴ ∪ 6〉 jika 

dipenuhi kondisi berikut : 

a. ܲ neutrosofik subring dari 〈ܴ ∪ 6〉 
b. Untuk setiap . ∈ ܲ dan ݎ ∈ 〈ܴ ∪ 6〉 

berlaku ݎ .∈ ܲ dan .ݎ ∈ ܲ. 

Jika hanya berlaku ݎ .∈ ܲ maka dikatakan ܲ neutrosofik ideal kiri, sedangkan jika 

hanya berlaku .ݎ ∈ ܲ, maka dikatakan ܲ 

neutrosofik ideal kanan. Selanjutnya jika 

neutrosofik ring 〈ܴ ∪ 6〉 komutatif maka ݎ .=  .dan ܲ disebut neutrosofik ideal ݎ.

Berikut ini diberikan sifat-sifat dari kernel 

suatu homomorfisma neutrosofik ring 

yang berkaitan dengan sub-struktur dari 

neutrosofik ring, berupa neutrosofik 

subring dan neutrosofik ideal. 

Teorema 2.10 [1] Jika F ∶ 〈ܴ ∪ 6〉 →〈ܴ′ ∪ 6〉 suatu homomorfisma neutrosofik 

ring dan ܰ = KerሺFሻ, maka berlaku : 

a. ܰ senantiasa merupakan subring dari 〈ܴ ∪ 6〉 
b. ܰ bukan neutrosofik subring dari 〈ܴ ∪ 6〉 
c. ܰ bukan neutrosofik ideal dari 〈ܴ ∪ 6〉 
Bukti :  

a. Dibuktikan dengan cara biasa. 

b. Karena  Fሺ6ሻ = 6, maka 6Ïܰ, 

akibatnya ܰ bukan neutrosofik subring 

dari 〈ܴ ∪ 6〉 
c. Langsung terbukti dari bagian (b).       

< 
Terkait dengan konsep ideal, berikut ini 

diberikan struktur aljabar dari himpunan 

koset jumlah pada neutrosofik ring 

sebagaimana dituangkan dalam teorema 

berikut. 

Teorema 2.11 [1] Jika 〈ܴ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ring dan ܲ neutrosofik ideal 

dari 〈ܴ ∪ 6〉, maka himpunan 〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ = ሼݎ + ݎ|ܲ ∈ 〈ܴ ∪ 6〉ሽ 
merupakan neutrosofik ring. 

Bukti :  

Untuk memperlihatkan bahwa 
〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ  

merupakan neutrosofik ring, diambil dua 

unsur sebarang ݔ = ଵݎ + ܲ dan ݕ = 0ݎ + ܲ 

di 
〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ  dan misalkan + dan ∙ dua 

operasi biner pada 
〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ  yang 

didefinisikan dengan ݔ + ݕ = ሺݎଵ + 0ሻݎ +ܲ dan ݔ =ݕ ሺݎଵ0ݎሻ+ ܲ, untuk setiap ݎଵ, 0ݎ ∈ 〈ܴ ∪ 6〉. Dapat diperlihatkan 

bahwa 

a. Operasi + dan ∙ terdefinisi dengan 

baik 

b. ൭〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ , +൱ grup komutatif 

c. ൭〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ ,∙൱ semigrup 
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d. Selanjutnya jika ݖ = ଷݎ + ܲ adalah 

unsur ketiga di dalam 
〈ܴ ∪ 6〉 ܲൗ , 

maka berlaku ݖሺݔ + ሻݕ = ݖ +ݔ ݖ  ݕ
dan ሺݔ + ݖሻݕ = ݔ +ݖ ݕ  .ݖ

Dengan demikian terbukti bahwa 〈ܴ ∪ 6〉 
suatu neutrosofik ring. < 

2.2.Neutrosofik Modul dan Sifat-sifat 

Dasar 

Pembahasan sifat-sifat yang berlaku pada 

neutrosofik modul, tidak terlepas dari 

struktur neutrosofik grup komutatif 

sebagai dasar pembentukannya dan ring 

klasik, khususnya ring komutatatif dengan 

unsur satuan. Secara formal pengertian 

tentang neutrosofik modul baik kiri 

maupun kanan diberikan oleh definisi 

berikut. 

Definisi 2.12 [1] Misalkan ܴ = ሺܴ, +,∙ሻ 
ring dengan unsur satuan 1. Suatu ܴ-

modul kiri neutrosofik adalah neutrosofik 

grup komutatif ሺ〈ܯ ∪ 6〉, +ሻ yang 

dilengkapi dengan operasi perkalian 

skalar ∙∶ ܴ × ܯ〉 ∪ 6〉 → ܯ〉 ∪ 6〉 dan 

memenuhi kondisi-kondisi berikut : 

a. ߙሺ݉ + nሻ = ߙ +݉ ߙ n 
b. ሺߙ + ሻ݉ߚ = ߙ +݉ ߚ  ݉

c. ሺߙ ሻ݉ߚ = ߚሺߙ ሻ݉ 
d. 1݉ = ݉ 

untuk setiap ߚ,ߙ ∈ ܴ dan ݉,n ∈ ܯ〉 ∪ 6〉. 
Sedangkan untuk pengertian neutrosofik 

modul kanan dapat didefinisikan dengan 

cara yang serupa, perbedaannya terletak 

pada tindakan ring ܴ terhadap himpunan 〈ܯ ∪ 6〉-nya sehingga dipunyai definisi 

berikut. 

Definisi 2.13 [1] Misalkan ܴ = ሺܴ, +,∙ሻ 
ring dengan unsur satuan 1. Suatu ܴ-

modul kanan neutrosofik adalah 

neutrosofik grup komutatif ሺ〈ܯ ∪ 6〉, +ሻ 
yang dilengkapi dengan operasi perkalian 

skalar ∙∶ ܯ〉 ∪ 6〉 × ܴ → ܯ〉 ∪ 6〉 dan 

memenuhi kondisi-kondisi berikut : 

a. ሺ݉ + nሻߙ = +ߙ݉ nߙ 

b. ݉ሺߙ + ሻߚ = +ߙ݉  ߚ݉
c. ݉ሺߙ ሻߚ = ሺߙ ሻ݉ߚ 

d. ݉1 = ݉ 

untuk setiap ߚ,ߙ ∈ ܴ dan ݉,n ∈ ܯ〉 ∪ 6〉. 

Dalam hal ܴ merupakan ring komutatif, 

maka dipunyai sifat berikut ini. 

Teorema 2.14 [1] Misalkan ܴ = ሺܴ, +,∙ሻ 
ring dengan unsur satuan 1. Jika ܴ ring 

yang komutatif, maka neutrosofik ܴ-modul 

kiri 〈ܯ ∪ 6〉 sekaligus merupakan ܴ-modul 

kanan. 

Selanjutnya jika 〈ܯ ∪ 6〉 merupakan 

neutrosofik modul kiri dan sekaligus 

neutrosofik modul kanan, maka 〈ܯ ∪ 6〉 
dikatakan neutrosofik modul atas ܴ atau 

disebut juga neutrosofik ܴ-modul. 

Untuk lebih memperjelas definisi tentang 

modul, berikut ini diberikan beberapa 

contoh neutrosofik modul atas suatu ring.  

Seperti halnya berlaku pada modul klasik, 

berikut ini diberikan definisi neutrosofik 

submodul dari suatu neutrosofik modul. 

Definisi 2.15 [2] Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ܴ-modul dan ܰ himpunan 

bagian tidak kosong dari 〈ܯ ∪ 6〉, ܰ 

dikatakan neutrosofik sub-modul dari 〈ܯ ∪ 6〉 jika dipenuhi kondisi-kondisi 

berikut ini : 

a. ܰ merupakan neutrosofik sub-grup dari ሺ〈ܯ ∪ 6〉, +ሻ 
b. ܰ merupakan neutrosofik ܴ-modul 

terhadap operasi perkalian skalar yang 

sama yang berlaku pada 〈ܯ ∪ 6〉. 
atau dengan perkataan lain, ܰ merupakan 

neutrosofik submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉 jika 

dipenuhi : 

a. ሺܰ, +ሻ merupakan neutrosofik grup 

komutatif terhadap operasi “+”, yaitu ܰ 

merupakan neutrosofik subgrup dari ሺ〈ܯ ∪ 6〉, +ሻ 
b. Untuk setiap ݎ ∈ ܴ dan n ∈ ܰ berlaku ݎ n∈ ܰ. 

Untuk mengetahui apakah suatu himpunan 

bagian tidak kosong dari suatu neutrosofik 

modul merupakan neutrosofik submodul, 

diberikan teorema berikut. 

Teorema 2.16 [2] Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ܴ-modul dan ܰ himpunan 

bagian tidak kosong dari 〈ܯ ∪ 6〉, ܰ 

merupakan neutrosofik submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉 jika dan hanya jika memenuhi 

sifat :  



Suryoto, Bambang Irawanto dan Nikken Prima Puspita (Sifat-Sifat Lanjut Neutrosofik Modul) 

 

82 

 

a. untuk setiap nଵ,n0 ∈ ܰ berlaku nଵ − n0 ∈ ܰ 

b. untuk setiap ݎ ∈ ܴ dan n ∈ ܰ berlaku ݎ n∈ ܰ 

Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 suatu neutrosofik ܴ-

modul dan ଵܰ, 0ܰ adalah neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉. Pada [1] 

didefinisikan jumlahan dari neutrosofik 

submodul ଵܰ dan 0ܰ sebagai himpunan ଵܰ + 0ܰ = ሼݔ + ݔ | ݕ ∈ ଵܰ dan ݕ ∈ 0ܰሽ.  
Seperti halnya berlaku pada struktur grup, 

pada neutrosofik modul dapat 

diperlihatkan bahwa irisan dan jumlahan 

dua neutrosofik submodul juga 

membentuk neutrosofik submodul. 

Lemma 2.17 [2] Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ܴ-modul. Jika ଵܰ dan 0ܰ 

adalah neutrosofik submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉, 
maka berlaku  

a. ଵܰ ∩ 0ܰ merupakan neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉  
b. ଵܰ + 0ܰ merupakan neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉 
Dari lema tersebut, dapat diperlihatkan 

bahwa irisan serta jumlahan tak berhingga 

neutrosofik submodul juga merupakan 

neutrosofik submodul, sebagaimana 

diberikan oleh teorema berikut. 

Teorema 2.18 [2] Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ܴ-modul. Jika ఈܰ merupakan 

neutrosofik submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉 untuk 

setiap ߙ ∈ L maka  ሩ ఈܰ ఈ∈L žƅn ෍ ఈܰ ఈ∈L  

Keduanya merupakan neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉. 
Dari [2] juga telah diperlihatkan bahwa 

gabungan dua buah neutrosofik submodul 

umumnya bukan merupakan neutrosofik 

submodul. 

2.3.Sifat-sifat Lanjut Neutrosofik Modul 

Pada makalah ini, pembahasan sifat-sifat 

lanjut dari neutrosofik modul dikaitkan 

dengan konsep neutrosofik modul faktor 

dan neutrosofik homomorfisma modul. 

Diberikan 〈ܯ ∪ 6〉 suatu neutrosofik ܴ-

modul. Karena ሺ〈ܯ ∪ 6〉, +ሻ suatu 

neutrosofik grup komutatif, maka sebarang 

subgrup dari 〈ܯ ∪ 6〉 juga merupakan grup 

komutatif. Misalkan ܰ sebarang subgrup 

dari 〈ܯ ∪ 6〉. Karena ܰ subgrup komutatif 

maka ܰ merupakan subgrup normal 

terhadap 〈ܯ ∪ 6〉, yaitu ƅ + ܰ = ܰ + ƅ, 

untuk setiap ƅ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉. Denga demikian 

himpunan  〈ܯ ∪ 6〉 ܰൗ = ሼƅ + ܰ|ƅ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉ሽ 
merupakan grup terhadap operasi “+” 

yang didefinisikan dengan  ሺƅ + ܰሻ + ሺ� + ܰሻ = ሺƅ + �ሻ + ܰ, 

untuk setiap ƅ, � ∈ ܯ〉 ∪ 6〉. 
Selanjutnya karena ሺ〈ܯ ∪ 6〉, +ሻ 
merupakan neutrosofik grup komutatif 

maka berlaku ሺƅ + ܰሻ + ሺ� + ܰሻ =ሺƅ + �ሻ + ܰ = ሺ� + ƅሻ + ܰ 

                                     = ሺ� + ܰሻ + ሺƅ + ܰሻ 
yang memperlihatkan bahwa 

ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  

merupakan grup komutatif terhadap 

operasi penjumlahan koset. 

Selanjutnya diberikan struktur modul dari 

himpunan 
ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ , seperti pada teorema 

berikut. 

Teorema 2.19 Jika 〈ܯ ∪ 6〉 suatu 

neutrosofik ܴ-modul dengan ܴ adalah ring 

dengan unsur satuan dan ܰ sebarang 

neutrosofik submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉, maka 〈ܯ ∪ 6〉 ܰൗ  merupakan neutrosofik ܴ-

modul terhadap operasi perkalian koset ݎሺƅ + ܰሻ = ሺݎ ƅሻ + ܰ 

untuk setiap ݎ ∈ ܴ dan ƅ + ܰ ܯ〉∋ ∪ 6〉 ܰൗ . 

Bukti :  

Pertama akan diperlihatkan bahwa operasi 

perkalian koset terdefinisi dengan baik. 

Misalkan ƅ + ܰ, � + ܰ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  

dengan ƅ + ܰ = � + ܰ. Dengan 

mengingat kesamaan dua koset diperoleh ƅ − � ∈ ܰ. Karena ܰ neutrosofik 

submodul, maka untuk sebarang ݎ ∈ ܴ 

berlaku ݎሺƅ − �ሻ = ݎ ƅ− ݎ �∈ ܰ, dengan 

perkataan lain ሺݎ ƅሻ + ܰ = ሺݎ �ሻ + ܰ. 

Selanjutnya sesuai dengan pendefinisian 
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operasi perkalian koset diperoleh ݎሺƅ +ܰሻ = �ሺݎ + ܰሻ, yang memperlihatkan 

operasi perkalian koset tersebut terdefinisi 

dengan baik.  

Kedua karena ݎ ƅ∈ ܯ〉 ∪ 6〉, untuk 

sebarang ݎ ∈ ܴ dan ƅ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉, maka ݎሺƅ + ܰሻ = ሺݎ ƅሻ + ܰ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ   

yang memberikan bahwa operasi perkalian 

koset tertutup. Dengan demikian operasi 

perkalian koset tersebut merupakan operasi 

biner.  

Terakhir diberikan sebarang ƅ + ܰ, � +ܰ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  dan ݎ, ,ଵݎ 0ݎ ∈ ܴ, maka 

diperoleh 

a. ݎ൫ሺƅ + ܰሻ + ሺ� + ܰሻ൯ ൫ሺƅݎ= + �ሻ + ܰ൯ 
          = ൫ݎሺƅ + �ሻ൯ + ܰ

= ሺݎ ƅ+ ݎ �ሻ + ܰ 

          = ሺݎ ƅ+ ܰሻ + ሺݎ �+ ܰሻ 
          = ሺƅݎ + ܰሻ + �ሺݎ + ܰሻ 

b. ሺݎଵ + 0ሻሺƅݎ + ܰሻ = ൫ሺݎଵ + 0ሻƅ൯ݎ + ܰ 

          = ሺݎଵƅ + 0ƅሻݎ + ܰ 

          = ሺݎଵƅ + ܰሻ + ሺ0ݎƅ + ܰሻ 
          = ଵሺƅݎ + ܰሻ + �0ሺݎ + ܰሻ 

c. ሺݎଵ0ݎሻሺƅ + ܰሻ = ൫ሺݎଵ0ݎሻƅ൯ + ܰ 

          = ൫ݎଵሺ0ݎƅሻ൯ + ܰ = 0ƅݎଵሺݎ + ܰሻ 
          = 0ሺƅݎଵ൫ݎ + ܰሻ൯ 

d. ሺ1ோሻሺƅ + ܰሻ = ሺ1ோƅሻ + ܰ = ƅ + ܰ 

Dengan demikian benar bahwa 
ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  

merupakan neutrosofik modul.   < 

Neutrosofik modul 
ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  pada 

teorema ini disebut neutrosofik modul 

faktor. 

Neutrosofik modul faktor merupakan salah 

satu konsep yang digunakan pada 

pembahasan teorema utama 

homomorfisma neutrosofik modul. Berikut 

ini diberikan pengertian homomorfisma 

neutrosofik modul, yaitu suatu pemetaan 

dari suatu neutrosofik modul ke 

neutrosofik modul yang lain yang 

mengawetkan sifat-sifat operasi perkalian 

skalar di kedua neutrosofik modul. 

Definisi 2.20 Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 adalah neutrosofik ܴ-modul. 

Pemetaan F ∶ ܯ〉 ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 disebut 

neutrosofik homomorfisma modul jika 

dipenuhi ketiga syarat berikut : 

a. Fሺ݉ଵ + ݉0ሻ = Fሺ݉ଵሻ + Fሺ݉0ሻ 
b. Fሺݎ ሻ݉ =  Fሺ݉ሻݎ
c. Fሺ6ሻ = 6 
untuk setiap ݉,݉ଵ,݉0 ∈ ܴ dan ݎ ∈ ܴ 

Berikut diberikan contoh pemetaan yang 

merupakan homomorfisma neutrosofik 

modul dan yang bukan. 

Contoh 2.21 Diketahui bahwa 〈฀∪ 6〉 dan 〈฀∪ 6〉ሾݔሿ keduanya merupakan 

neutrosofik ฀-modul. Pemetaan F ∶
 〈฀∪ 6〉 → 〈฀∪ 6〉ሾݔሿ yang didefinisikan 

dengan Fሺƅሻ = ƅ0ݔ, untuk setiap ƅ ∈ 〈฀∪ 6〉, merupakan homomorfisma 

modul, tetapi bukan neutrosofik 

homomorfisma modul, karena untuk 

sebarang ƅ, � ∈ 〈฀∪ 6〉 dan ݎ ∈ ฀ berlaku:  

a. Fሺƅ + �ሻ = ሺƅ + �ሻ0ݔ = ƅ0ݔ 0ݔ�+   = Fሺƅሻ + Fሺ�ሻ 
b. Fሺݎ ƅሻ = ሺݎ ƅሻ0ݔ = 0ሻݔሺƅݎ =  Fሺƅሻݎ
akan tetapi Fሺ6ሻ = 0ݔ6 ≠ 6. 
Contoh 2.22 Pandang neutrosofik ฀-

modul 〈฀0 ∪ 6〉 dan didefinisikan 

pemetaan F ∶  〈฀0 ∪ 6〉 → 〈฀0 ∪ 6〉 dengan 

Fሺƅሻ = ƅ0, untuk setiap ƅ ∈ 〈฀0 ∪ 6〉, 
maka F merupakan endomorfisma 

neutrosofik modul. 

Berikut ini diberikan lema mengenai sifat-

sifat homomorfisma neutrosofik modul. 

Lemma 2.23 Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 adalah neutrosofik ܴ-modul dan 

F ∶ ܯ〉 ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 suatu 

homomorfisma neutrosofik modul, maka 

berlaku : 

a. Jika 0ெ adalah elemen identitas dari 〈ܯ ∪ 6〉 maka Fሺ0ெሻ = 0ெᇱ, dengan 

0ெᇱ elemen identitas dari 〈ܯ′ ∪ 6〉 
b. Jika ƅ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉 makaFሺ− ƅሻ =−Fሺƅሻ 
c. Jika ܪ adalah sebarang submodul 

neutrosofik dari 〈ܯ ∪ 6〉 maka Fሺܪሻ 
merupakan neutrosofik submodul dari 〈ܯ′ ∪ 6〉 

d. Jika ܪ′ adalah sebarang submodul 

neutrosofik dari 〈ܯ′ ∪ 6〉 maka 



Suryoto, Bambang Irawanto dan Nikken Prima Puspita (Sifat-Sifat Lanjut Neutrosofik Modul) 

 

84 

 

Fିଵሺܪ′ሻ merupakan neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ′ ∪ 6〉 
Bukti :  

Bagian (a) dan (b) dibuktikan serupa 

dengan pembuktian sifat-sifat 

homomorfisma modul klasik, sedangkan 

untuk bagian (c) dan (d) dibuktikan dengan 

memanfaatkan Teorema 2.5.   < 

Berikut diberikan definisi mengenai kernel 

dan image suatu homomorfisma 

neutrosofik modul beserta sifat-sifatnya. 

Definisi 2.24 Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 adalah neutrosofik ܴ-modul dan 

F ∶ ܯ〉 ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 homomorfisma 

neutrosofik modul, maka Ϟeݎ nel F = ሼ݉ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉|Fሺ݉ሻ = 0′ሽ 
dan ²݉ƅge F = ሼ݉′ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉|݉ᇱ =

Fሺ݉ሻ,݉ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉  ሽ. 
Selanjutnya kernel dan image dari F ini 

berturut-turut dinotasikan dengan KerሺFሻ 
dan ImሺFሻ. 
Contoh 2.25 Dari Contoh 2.2., diperoleh 

KerሺFሻ = ሼ0ሽ dan ImሺFሻ = ሼ0, 1, 6, 1 +6ሽ = 〈฀0 ∪ 6〉. 
Sifat-sifat dasar dari kernel dan image dari 

homomorfisma neutrosofik modul 

diberikan oleh lema berikut. 

Lemma 2.26 Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 adalah neutrosofik ܴ-modul dan 

F ∶ ܯ〉 ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 homomorfisma 

neutrosofik modul, maka 

a. KerሺFሻ merupakam neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ ∪ 6〉 dan  

b. ImሺFሻ merupakam neutrosofik 

submodul dari 〈ܯ′ ∪ 6〉. 
Bukti :  
serupa dengan pembuktian untuk 

submodul klasik.   < 

Definisi tentang isomorfisma neutrosofik 

modul berikut ini, akan mengawali 

pembahasan mengenai teorema utama 

homomorfisma neutrosofik modul. 

Definisi 2.27 Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 adalah neutrosofik ܴ-modul dan 

F ∶ ܯ〉 ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 homomorfisma 

neutrosofik modul. Jika F pemetaan yang 

bijektif, yaitu F pemetaan yang injektif 

sekaligus surjektif, maka pemetaan F 

disebut isomorfisma neutrosofik modul. 

Berikut diberikan contoh homomorfisma 

neutrosofik modul yang merupakan 

isomorfisma neutrosofik modul. 

Contoh 2.28 Homomorfisma neutrosofik 

modul  F  pada Contoh 2.2. merupakan 

isomorfisma neutrosofik modul . 

Berikut ini diberikan beberapa teorema 

yang mendukung dalam pembahasan inti, 

yaitu teorema utama (fundamental) 

homomorfisma neutrosofik modul. 

Teorema 2.29 Jika 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 
adalah neutrosofik ܴ-modul dan F ܯ〉∶ ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 homomorfisma 

neutrosofik modul dengan KerሺFሻ = ܰ, 

maka pemetaan ߤ:
ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ → Fሺ〈ܯ′ ∪ 6〉ሻ 

yang didefinisikan dengan ߤሺƅ + ܰሻ =

Fሺƅሻ, untuk setiap ƅ + ܰ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ , 

merupakan isomorfisma neutrosofik 

modul. 

Bukti :  

serupa dengan pembuktian untuk 

homomorfisma modul klasik.     < 

 Teorema 2.30 Jika 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 
adalah neutrosofik ܴ-modul dan F ܯ〉∶ ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 homomorfisma 

neutrosofik modul dengan KerሺFሻ = ܰ, 

maka pemetaan ߛ: ܯ〉 ∪ 6〉 → ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  

yang didefinisikan dengan ߛሺƅሻ = ƅ + ܰ, 

untuk setiap ƅ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉, merupakan 

homomorfisma surjektif. 

Bukti :  

serupa dengan pembuktian untuk 

homomorfisma modul klasik.  < 

Dari teorema-teorema sebelumnya 

diperoleh hasil berikut, yang dikenal 

dengan teorema utama homomorfisma 

neutrosofik modul. 

Teorema 2.31 Jika〈ܯ ∪ 6〉  dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 
adalah neutrosofik ܴ-modul dan F ܯ〉∶ ∪ 6〉 → ′ܯ〉 ∪ 6〉 homomorfisma 

neutrosofik modul, maka terdapat suatu 

isomorfisma neutrosofik modul dari 〈ܯ ∪ 6〉
KerሺFሻൗ  ke Fሺ〈ܯ ∪ 6〉ሻ. 
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Bukti :  

Misalkan 〈ܯ ∪ 6〉 dan 〈ܯ′ ∪ 6〉 adalah 

neutrosofik ܴ-modul dan F ∶ ܯ〉 ∪ 6〉 ′ܯ〉→ ∪ 6〉 homomorfisma neutrosofik 

modul, maka Fሺ〈ܯ ∪ 6〉ሻ Í 〈ܯ′ ∪ 6〉 dan 

KerሺFሻ = ܰ merupakan subgrup normal 

dari 〈ܯ ∪ 6〉 dan menurut Teorema 2.8. 〈ܯ ∪ 6〉
KerሺFሻൗ  merupakan neutrosofik ܴ-modul. Jika  ߛ: ܯ〉 ∪ 6〉 → ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ  

suatu pemetaan yang didefinisikan dengan ߛሺƅሻ = ƅ + ܰ, untuk setiap ƅ ∈ ܯ〉 ∪ 6〉, 
maka menurut Teorema 2.12. ߛ merupakan 

homomorfisma neutrosofik modul yang 

surjektif. Selanjutnya jika ߤ:
ܯ〉 ∪ 6〉 ܰൗ → Fሺ〈ܯ′ ∪ 6〉ሻ 

Pemetaan yang didefinisikan dengan ߤሺƅ + ܰሻ = Fሺƅሻ, untuk setiap ƅ + ܰ ܯ〉∋ ∪ 6〉 ܰൗ , maka ߤ merupakan 

isomorfisma neutrosofik modul. Dengan 

demikian dipunyai diagram : 

 

 

 

 

 

 

Terakhir, jika ƅ adalah sebarang unsur di 〈ܯ ∪ 6〉, maka diperoleh ሺߛ ݋ ߤሻሺƅሻ = ሺƅሻ൯ߛ൫ߤ = ሺƅߤ + ܰሻ
= Fሺƅሻ 

yang memperlihatkan bahwa diagram 

tersebut komutatif. Dengan demikian 

terbukti bahwa terdapat isomorfisma 

neutrosofik modul ߤ:
ܯ〉 ∪ 6〉

KerሺFሻൗ → Fሺ〈ܯ′ ∪ 6〉ሻ. < 

 

3. PENUTUP 

 Dari uraian pada bagian sebelumnya telah 

diperoleh gambaran bahwa antara 

neutrosofik modul dan modul klasik 

sebagai struktur padanannya, terdapat 

beberapa keterkaitan, diantaranya struktur 

atau sub-strukturnya mempunyai 

kemiripan definisi, tetapi dari sifat-sifat 

yang berlaku pada umumnya tidak 

selamanya bersesuaian antara kedua 

struktur tersebut.  

Dari hasil pembahasan sejauh ini dapat 

disimpulkan bahwa sifat-sifat yang berlaku 

pada modul klasik masih berlaku pada 

struktur neutrosofik modul. Terutama yang 

berkaitan dengan neutrosofik modul faktor 

dan homomorfisma neutrosofik modul. 

Dengan memanfaatkan sifat kekomutatifan 

dari  neutrosofik grup yang berakibat pada 

sebarang subgrupnya senantiasa normal 

dapat dikontruksi neutrosofik modul 

faktor. Selanjutnya dengan memanfaatkan 

kernel suatu homomorfisa neutrosofik 

modul dan konsep neutrosofik modul 

faktor tersebut dapat diperlihatkan 

berlakunya teorema utama homomorfisma 

neutrosofik modul. 
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