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Abstract. Let G be a graph consists of edges and vertex. A vertex-magic total labeling of a graph
is a bijection map of union edges and vertex to the integers such that there exists a positive integer

o -

k satisfying »0x) + Z 2(xv) = &, for every elements of vertex. Then k is called a magic constant
and G is called vertex-magic total graph. In this article, we consider a vertex-magic labeling of
complete graph K, for odd with use an algorithm which is composed of a modified construction

magic square algorithm.
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1. PENDAHULUAN

Graf merupakan pasangan himpunan
titik dan himpunan sisi. Pengaitan titik-titik
pada graf membentuk sisi dan dapat
direpresentasikan pada gambar sehingga
membentuk pola graf tertentu. Pola-pola
yang  terbentuk  didefinisikan  dan
dikelompokkan menjadi kelas-kelas graf.
Beberapa kelas graf menurut banyaknya
sisi yang insiden terhadap titik antara lain
graf reguler, yang derajat setiap titiknya
adalah sama dan graf irreguler, yang
derajat setiap titiknya ada yang tidak sama.

Pelabelan graf merupakan suatu topik
dalam teori graf. Objek kajiannya berupa
graf yang secara umum direpresentasikan
oleh titik dan sisi serta himpunan bagian
bilangan asli yang disebut label. Pertama
kali diperkenalkan oleh Sadlack (1964),
kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa
(1970).

Pelabelan  merupakan  pemetaan
injektif yang memetakan unsur himpunan
titik dan atau unsur himpunan sisi ke
bilangan asli yang disebut label. Pelabelan
titik adalah pelabelan dengan domain
himpunan titik, pelabelan sisi adalah
pelabelan dengan domain himpunan sisi,
dan pelabelan total adalah pelabelan
dengan
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domain gabungan himpunan titik dan
himpunan sisi. Pelabelan titik dan sisi dari
graf bisa dilakukan dengan banyak cara.
Salah satu cara yang bisa digunakan adalah
melabelinya dengan bilangan. Ada banyak
jenis  pelabelan graf yang  telah
dikembangkan, diantaranya adalah
pelabelan gracefull, pelabelan harmoni,
pelabelan total tak beraturan, pelabelan
ajaib, dan pelabelan anti ajaib. Dalam
pengembangan pelabelan ajaib, dikenal
pula pelabelan total titik-ajaib, pelabelan
total titik ajaib super, pelabelan total sisi-
ajaib, dan pelabelan total sisi-ajaib super.
Hingga saat ini pemanfaatan teori
pelabelan graf sangat dirasakan
peranannya, terutama pada sektor sistem
komunikasi dan transportasi, navigasi
geografis, radar, penyimpanan data
komputer, dan juga desain circuit
gabungan pada komponen elektronik.
Dalam perang di dunia modern ini
penggunaan peluru kendali sudah tidak
asing lagi. Penggunaan peluru kendali ini
mengurangi perang secara fisik dalam
jarak dekat, karena peluru kendali dapat
diluncurkan dari jarak jauh. Dalam
peluncurannya perlu diperhitungkan secara
matang agar tepat sasaran. Untuk
mengantisipasi kedatangan peluru kendali
dari pasukan musuh, peluru kendali ini
dapat di deteksi dengan menggunakan
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pendeteksi sinyal radar, sehingga dapat
dilakukan antisipasi secepat mungkin.
Selain untuk mendeteksi keberadaan
peluru kendali baik yang akan diluncurkan
ataupun yang datang dari musuh, deteksi
sinyal radar ini juga digunakan untuk
deteksi keberadaan pesawat tempur.
Desain penting dari kode nonperiodik
untuk sinyal radar dan peluru kendali ini
ekuivalen dengan pelabelan pada complete
graph, dimana setiap titik yang ada
dihubungkan dengan satu sisi yang
mempunyai label yang selalu berbeda.
Label sisi ini menggambarkan jarak antar
titik, sedangkan label titiknya merupakan
posisi pada saat sinyal dikirimkan.

Pada artikel ini, penulis melakukan
kajian pelabelan total titik ajaib (vertex
magic total labeling) pada salah satu
subkelas graf reguler yaitu complete graph
K,, dimana salah satu aplikasinya
digunakan dalam desain penting dari kode
nonperiodik untuk sinyal radar dan peluru
kendali.

2. MASALAH

Permasalahan yang akan dibahas
dalam artikel ini adalah bagaimana
memberikan pelabelan total titik ajaib pada
complete graph K, untuk n ganjil, dengan

dasar penyusunan persegi ajaib.

3. PELABELAN TOTAL TITIK
AJAIB PADA COMPLETE GRAPH
K, DENGAN n GANJIL

Pelabelan total titik ajaib complete
graph K, dimana n ganjil, hampir sama
dengan konstruksi persegi ajaib orde .
Persegi ajaib orde = adalah susunan
bilangan dari 1 hingga n°, biasanya
merupakan bilangan bulat yang berbeda
dalam  sebuah  persegi, sedemikian
sehingga bilangan n di semua baris, semua
kolom, dan kedua diogalnya mempunyai
jumlah konstan yang sama. Persegi ajaib
yang normal berisi bilangan bulat dari 1
hingga n~. Konstanta untuk satu persegi
ajaib senantiasa tunggal (unik).

Perbedaan yang terjadi  antara
konstruksi persegi ajaib orde n dengan
konstruksi pelabelan total titik ajaib
complete graph K,, dimana n ganjil
terletak pada banyaknya bilangan yang
akan mengisi elemen tabel. Jika dalam
persegi ajaib bilangannya berupa 1 sampai
n* maka dalam pemberian label complete
graph K,dimana n ganjil menggunakan

nin—1})

bilanganl sampai +

Theorema 3.1 [6] Terdapat pelabelan
total titik ajaib pada complete graph K,
dimana w ganjil dan berlaku untuk semua
1 ganjil.

Bukti :

Diberikan  tabel M, =nXmn untuk
complete graph K, dengan I, berturut-
turut untuk baris dan kolom. Cara
pemberian label pada complete graph
dengan n ganjil dapat menggunakan salah
satu cara pembuatan persegi ajaib dengan
orde n. Perbedaan yang akan terjadi
terletak pada banyaknya bilangan yang
akan mengisi elemen tabel, jika persegi
ajaib bilangannya berupa 1 sampai =
maka dalam pemberikan label complete
graph dengan n ganjil menggunakan

nin—1)

bilanganl sampai n +

Untuk complete graph K, dengan n =1
tidak diperlukan langkah-langkah untuk
melabelinya, sementara untuk #n =1
diperlukan  langkah-langkah  sebagai
berikut.

Algoritma pelabelan total titik ajaib
pada complete graph K,, dengan n
ganjil:
Langkah 1
elemen a; =1, dengan { = “danj=

Langkah 2 : Pilih elemen tabel dengan
pergerakan ke arah tenggara (yaitu,
i =(i + 1)modndan

j = + L)medw~) satu posisi dari
elemen sebelumnya dan diberi nilai dengan
penambahan 1 hingga elemen yang belum
terlabeli tidak ditemukan.

Langkah 3 Jika arah tenggara dari
elemen sebelumnya sudah terisi, maka
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Mulai pelabelan dari

n+1
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pilih elemen dengan pergerakan vertikal
ke bawah dua kotak, kemudian ulangi
langkah 2 sampai angka pelabelan

nin—1)
mencapai bilangan n + ——
Langkah 4

sudah mencapai bilangan —¥ , pilih

Jika angka pelabelan

garis diagonal utama yang telah terisi
penuh dan berikan label yang sama
terhadap label yang

telah ada sehingga terbentuk simetris
terhadap garis diagonal utama yang telah
terist penuh tersebut. Dalam langkah ini
bilangan yang mengisi diagonal utama
merupakan label untuk titik dalam graf
dan untuk mempermudah label untuk
titik diletakkan dalam baris pertama tabel
1 x 11 yaitu dengan memindahkan nilai
yang ada dalam diagonal utama ke baris
pertama sedangkan untuk posisi yang
diatasnya bergerak turun ke bawah. [

Lemma 3.2 [6] Pelabelan total titik ajaib
dikatakan pelabelan total titik ajaib yang
valid dari complete graph K,, dimana n
adalah bilangan ganjil jika konstanta

“4—3."!‘

ajaibnya adalah k = -
Bukti:

Perbedaan antara persegi apb dengan
tabel pelabeln i adalh dinana dalam
persegiajpb range angkanyadaril1 sampai
n” Osedangkan dalan pelabelan angka yang
digunakan adalth mulai dari 1 sanpai

i

n+ Y0 Entd yang lan dapat dilhat
jm]ahnya berkurang sebanyak
f"ﬂ] [n + L] 0 Dengan konstnta
apb darlpersegla]ab adalh

i . . 1
M=- = e
’ﬂj K Eﬂ[ﬂ )

=1
D engan dam kian akan diperoh konstanta
apb dari pebbeln total titk ajpb pada
complete graph K, [ dinana n adakh
bﬂangan gan]]lsebagalberkuﬂ o
= Ine = 0= () (n + 252

niim [n —n nin’-In+l) ]
\ J
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Contoh 3.3.

Sebggai ilstrasi dberkan dberkan
contoh pebbeln otal titk apb complete
graph K;0 Karena n =3 berarti angka
yang digunakan dalam pelabelan adakh
dariangka 1 sempal

n—“"ﬂ_i' '—6D

Dmga;menu]aldmgm elmena; . pada
el 3x3 dan dengan menggunakan

Iangkah berkutnya diperoehll
1
2
3 1
ij | 1 2 |3

Gambar 1. Hasil tBbel setelah Ingkah 1

2

Gambar 2. Hasil tabel setelah Ingkah 2

4 2

1 6

Gambar 3. Hasil tabel seteleh Ingkah 3

5 |6 4 13 [2
3 |2 3 [5 |1
1 1 2 |1 |6

Gambar 4. Hasil Bbel setelah Ingkah 4
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Gambar 5. Tabel pelbeln D&l ik ajpb unuk
K,

Jumlh bibngan perkobm yang
merupakan konstanta ajpb untuk pelabelan
complete graph orde 3 [&; Oadabh konsten
yang sandlyaitu berjm lah 90

Pengganbaran pelbeln total titk
apb complete graph K5 dberkan pada

ganbardbavah ini5

< 2 6
Gambar 6. Peldbeln total titk ajib complere
graph K 4

Pelbbeln tal titk ajpb untuk K,
mempunyal konstenta apb EO00 90yang
merupakan penjm lahan dari sebuah tititk
dan dua sisi yang hsiden terhadap titk
tersebutl] Pada Gambar 300 dgpat dilhat
bahwanilaik = 9 [

Sebggamana dengan peregi apb
orde n [0 pebbelan otal titk apb juga
menpunyal bebergpa algorima untuk
menyusunnyal Alorima bin adakh
sbggamana  akorima  penyusunan
peregli apb yang tebh disesuakan O
Namun dari
akorima penyusunan persegi apb yang
ada hanya ada bebergpa metode
penyusunan peregi apb orde n yang
dgpat dpunakan untuk mengkonstruksi
pelkbelon otal titk ajpb pada complete
graph K, dinanan ganjilM etode tersebut
adabh Metbde 2 dan 3 yang tebh
disesuaikan(]
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3.1 Metode 2

Metode 2 yang digunakan untuk
menyusun sebuah persegi apb dapat
digunakan untuk menyusun pelabelan total
ttk apb complete graph K, dinanan
ganjill Nanun sebelmnya algorina
tersebut perll disesuakand Y ailu angka

nin—1)

yang digunakan adalh 1 sampai+ — 0

shingga metode i dapat dirakan ke
dalm lbngkahlangkah berikutf]

Langkah1 [ Mukbi peldbelan dengan
angka 1 pada kotak tepat di atas kotak
pusatil

Langkah2 [0 Gercken dasar untuk

mengisi kotaklkotak tersebut yaitu timur

laut ( ), ssu bngkah pada satu waktul
Untuk elbmen yang terpilh sebnjutnyd]
berkan nili dengan penanbahan 1 dari
el sehbelmnyd]

Langkah 3  [Jika kotak yang akan diisi
udah terisimakal bergerak satu vertkal
ke atas dua kotak, kemudin terus seperti
sbelmnya sanpai angka peldbeln

nin—1)

mencapaibilngan+ —— [
Langkah4 [ Jka angka pelbeln
sudah mencapai bibngan + 2= OPilh

garis diggonal utama yang tebh terisi
penuh dan berkan Ibel yang samna
terhadap bbelyang

'bh ada sehingga terbentuk smetris
terhadap garis diggonal utama ang tebh
terisi penuh tersebutl Dabm langkah ni
bilngan yang mengisi diggonal utama
merupakan label untuk titk dalam graf
dan untuk mempemudah Ibel untuk titk
diketakkan dalan tablke baris pertama yaiu
denganmem ndahkan nibkiyang adadalam
diggonal utama ke baris pertana
sadangkan untuk posisi yang diatasya
bergerak turun ke bavahl

Contoh 3.4.

Sebggai ilstrasi dberkan dberkan
contoh pebbeln otal titk apb complete
graph K. Karena n =5 berarti angka
yang digunakan dalam pelabelan adakh
dariangka 1 sanpai

nin—1)

-=5+===150
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Gambar 7. Tabelhasil setelah langkah 1

2
14
5
4
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Gambar 8. Tabelhasil setelsh Iangkah 2
6 2
] 1
g
4
3

Gambar 9. Tabelhasil seteleh Ingkah 3

Miahydl3+é6+9+ 2+ 15=350Dan i
berlbku untuk semua titk0

Label
6 2] 15 titik 111 12| 13] 14| 15
10 11 14 31 6| 9] 2| 2
51 13 9 Label | 10| 8 1 1 9
41 12 8 Sisi 7] 5] 5] 8] 6
1 7 3 41 41 71| 10 3

14 1 13
Gambar 11 Pelsbeln total titk apb complere

Gambar 10. Tabelhasil setelzh langkah 4

15

graph K¢

Pelbbeln total titk apb untuk X
dengan menggunakan metode 2 yang tebh
disesuakanl Konstenta apb k0O 0O 35 yang
diperokh dari hasil penjm lahan bbel titk dan
Bboel sisi yang hstlen dengan titk tersebutf]
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3.2 Metode 3
Sana hahya dengan Metode 20
Metode 3 yang telh disesuakan dalam
penyusunan  persegi apb juga dapat
digunakan untuk menyusun pelabelan total
ttk apb complete graph K,dana n
ganjillPenyesuaian yang dinaksud adalh
angka yang digunakan adalh 1 sampai
22~ M etode 3 nidapatdiirakan ke

dalm Iangkahlbngkah berikut]
Langkah1 [ Mukbi pelbelan dengan
angka 1 pada kotak tepat dibavah kotak
pusati]

Langkah2 [0 Geraken dasar untuk
mengisi kotaklkotak kemudian menpdi
diggonal ke kanan bavah 0 Msatu langkah
pada satu waktud Untuk elmen yang
terpilh selanjutnyal berkan nilai dengan
penanbahan 1 dari bbel sebelmnyall
Langkah 3  [Jika kotak yang akan diisi
udah terisim akalbergerak satu vertikalke
bavah dua kotakd kemudion terus seperti
sbelmnya sampai nilai angka pelabelan

nin—1)

mencapaibibngan+ —— [
Langkah4 [ Jka angka pelbbeln
sudah mencapai bibngan + 2= OPilh

garss diggonal  utana yang tehbh terisi
penuh dan berkan Ibel yang sama
terhadap Bbel yang tebh ada sehingga
terbentuk sinetris terhadap garis diggonal
utama ang tebh

terisi penuh tersebutl Dabm langkah ni
bilngan yang mengisi diggonal utama
merupakan label untuk titk dalam graf
dan untuk mempemudah Ibel untuk titk
diletakkan dalan baris pertana tabel yaitu
denganmem ndahkan nikiyang adadalam
diggonal utama ke baris pertana
sadangkan untuk posisi yang digtasya
bergerak turun ke bavahl

Contoh 3.5. Sebggai ilstrasi diberikan
dberikan contoh pelabelan total titk apib
complete graph K-[Karenan = 7 berarti



Jurnal Matematika [V ol0130N 030D esamber 2010 01360142

angka yang digunakan dalan pelbeln
adalbh dariangka 1 sanpai

Gambar 12 . Tabelhasil setelzh langkah 1

oo<:::' _

3

Gambar 14. Tabelhasil seteleh langkah 3

N

3

Gambar 13 Tabel setelah langkah 2

22 16 10 4
5( 23 17 1"

6| 24 18 12
13 71 25 19

14 11 26 20
21 8 2| 27

15 9 3| 28

Labeltitik | 22| 23] 24| 25 26| 27] 28
5| 5] 16| 13| 10| 21| 4

6| 6| 6] 17| 14| 11] 15

[ 37 7 78] 8] 12
Labelsist = g 1 | 1] 19| 9
21 1| 8| 19| 2| 2| 20

41 15[ 12| 9| 20| 3| 3

Gambar 15. Tabelhasil seteleh Iangkah
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Gambar 16. Pelabelan total titk ajib complere
graph K

4. PENUTUP

Artkel ni menmgparkan tentang
pelkbelon otal titk ajpb pada complete
graph K, Peambahasannya melputi
akorima pelbeln dan pencarin
konstenta apb dari pelbeln total titk
apb pada compete graph K, untuk n
ganjildan gengplA lgorima pelbbelan total
titk apb untuk compete graph K, Ountuk
n  bilngan ganjil disusun berdasarkan
akorima penyusunan persegi apb yang
tebh dimodifikasi]
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