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���� "�	���� ��	
�	����)�#��	� )�	
#�� �����	���"�	
�	� 	�����
����� ������ /!01(2���	�

���
���� "�	���� ��	
�	� %������"� 	�����
����� ������ /!31(2���������	� ��	���� ����� ���
���� "�	����

��������������	�-'�!01(�����"������	������"�	
�	�	�����
�����������-�	�����������)�#��	�)�	
#��

�����		��� #����� #���	
��	� !31(� ����"���� ��	���� ��"�	
�	� 	�����
����� ������ ����� %������"�

������#�	���	���	#��	������#���	�		��'�4�#�#���	���#�������!01(���	�!31(���������#�"�#����	�

��	
�	��������#���"��#����"'���	������"�	
�	�	�����
�����������-���#������-������	������"�	
�	�

���������"���-���-�"����	
�	���	

�	���	�)�	
#������	
�����	������	�	����	���	���������������

��	� �������� ��������	��'0�"��� )�	
#�� �����	� ������"��	
���-�#�"��	����������"�	
�	� 	�����
�����

��������	���"�	
�	��������

������� �!�"� (��
���� 1�	���� !����� *����� (�	�-�� ��"�	
�	� *���������"� !������  ������
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�*����� -����	�	� �������������	�

��	������	���	������	��"�#����	����#�"�-�

���������#���	� ���#����� ��	
�	�

��������	�"��	� -����	�	� ��	
�

��	������	� ��	
�	� #����� )�	
#��

���	

����	� ��	
� ��������	� #������

�����	������-����	�	����������������#����

��"�	
�	� ���"� ����� �	���%�"� ��������� 5,��6�

5�6'� *����� -����	�	� ������ ��	����

���������	� ��"��� �����
��� ��#��"�	� �"���

#���������"������
����"�	���'5���6���	�"����

��	
�	��� ���"���#� ����� ���
���� "�	����

��	
�	� %������"� 	�����
����� ������ /!31(2�

#�"�	���	��� �����-�#�  ������ ����"��#�

���"� �	���� ��	��"�#����	� ��#�"�-�

���
����"�	������	
�	�%������"�	�����
�����

������ /!31(2'*�"�#�	� �	�� ���	� �����-�#�

 ������ ����"��#� ���"� �	����

��	��"�#����	� ��#�"�-� ���
���� "�	����

������ ������ ��	�-� ��	
�	� ��"�	
�	�

	�����
����� ������ 	�	� #������#� �-�#�#	���

����� ��	���� ���
���� "�	���� ��	
�	�

���)�#��	� )�	
#�� �����	� ��"�	
�	�

	�����
����� ������ /!01(2� ��	� ���
����

"�	���� ��	
�	� %������"� 	�����
����� ������

/!31(2''�
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�
�
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��"��� �����-�#�	� �	�� ��� ������	�

�����������	
�����	���	
���	����	
��

$�#�� �!%� &� ���������	�
��
����
� ��"��� -����	�	� )����� ����	�"�

��	
�	� #����� ��"�	
�	� )����� ��	
� ���

��)�	�#���	�#���
���

�'(! !�!� $�#� )*+�  �������� ������ ������	�

��������� 	�����
����� ������ ��������

!�!������ ������� ������
	���� ��������

������	"� ������

=
�	


	� 1 − ����

� , �� − � ≤ � < ��
1,������������������������������������ ≤ � ≤ ��
1 − ����

� ,��������� < � ≤ �� + �
0,����������������������������������� !!"�.

$�

��7���� 
�������#� ��
�������	� #�������


����������
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�
��,����$�#�!�	
#��4��	

����	���"�	
�	#�����
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�'(! !�!� $�$)*+ �������� 	�����
����� ������

����	� �����	����� ������� �� =���, �� , �, ��� ������� �� < ����� ≠���, � > 0, � > 0� ���� �� , �� , �, � ∈ ℝ��
$
��� ����� ��������� 	�����
����� ������ ���
�����
�[�� , ��]���������
�	���������������
	�����
����� ��������� �����
� ��� − �, �� +����

;����#�� �����#�� �	����� ��"�	
�	�

��"�	
�	�)����������)�	�#���	�#���
���

�'(! !�!� $�-�� )*+� %��������� ���� ���������

	�����
����� ������ ���	�� �� = ���, �� , �, ���
���� +, = �+�, +�, -, .��� ������� ��, +, ∈/�ℝ�� � ���� ��, �� , �, �, +� , +� , -, . ∈ ℝ��
&������� ����� ��������� 	�����
����� ������

����������������������������	"��

��� '�����"��−��� = �−�� , −�� , �, ���
(�� )��*�!��
��"� �� + +, =��� + +� , �� + +� , � + -, � + .��
��� )����������"� �� − +, =��� − +� , �� − +�, � + ., � + -��
��� )����������������������"��

��	��� 0 ≥ 0, 0 ∈ ℝ� !����0�� = �0�� , 0�� , 0�, 0���
��	��� 0 < 0, 0 ∈ ℝ� !����0�� = �0�� , 0�� , −0�, −0����

�

�'.�',�$�#� )*+%��������� � ���������

	�����
������������� = ��2 , �3, �, �+���������2 , �3, �, � ∈ ℝ�� #������ )�������	�

,-������� #���	�
�+����� ���������

	�����
�������������������
ℜ���� = �56�7
8 +

���
9 ��

����!�"�

��������	� ��"�	
�		�����
����� ��������� = ��2 , �3, �, �2� ��	
�	� �2 , �3 , �, � ∈ ℝ'�
��"��� )�	
#�� ���	

����	� ��"�	
�	� ������

�� ���������
�������	�#���
����������<�

��,����$�$�

�

�

��	
�	�����	��	
���-
����"�	
�	�������

��	
� ��-������	� ���"�-� ���"����� ��#�������

������ ��	
�-� �	����� ���� ������ // 2�,2�� ��

��	� // 2�,2�� �� ��	
�	� ���#��� ��-
��

��	7���� #����� ������ � � ��	
������	��� �
��	������� �� ��	
� ���	� ��� �"�#���#���	� ���


�������������<�

�
��,���� $�-�"�#���#�*�����
(���!�	
#�4��	

����	��"�	
�	#�����

�

$	���� ��	7���� #����� ������ ��� #������� ������

��	
�-� �	����� ���� ������ // 2�,2�� �� ��	

// 2�,2�� �� �� ����� ���	� ��7���� ��	
�	�

7���� ��	7���� ����8����� ����� �������� ������

���"�-�#���
�����������<�

����)�	�#���	ℜ����� ���"�-� ����8����� �����
�������������� // 2�,2�� �� � / �,2�� �� � / �,2�� ��

// 2�,2�� �� ����#���� .�����
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��������	� /�ℝ�� ���"�-� -����	�	� �����
��"�	
�	� ����������"� )����� ��	� ��, +, ∈/�ℝ�� ��	
�	� ℜ������	� � ℜ:+,;�
	�"��7���#���<�!��+,����
�'(! !�!� $�0�� )*+� /���	0����	� ������� �����

���������� ��	��� !������	���� ��	����

���������	�����
�������������, +, ∈ /�ℝ�����
�������0 ∈ ℝ����������������������������	"��� > +,*���� ℜ���� > ℜ:+,;�� �� < +,*����ℜ���� < =:+,;�� ���� �� = +,*���� ℜ���� =ℜ:+,;��
�

$�$�� 	�.&��,� 
! !'�� �
���� �!1���

	' �2�

��7�����������	������#�#���	���#��

��#�"�-� ���
���� "�	���� ��	
�	� ���)�#��	�

)�	
#�� �����	� ��"�	
�	� 	�����
����� ������

/!01(2�������#��	�#���
�����������5+6<�

 ���	���"��	�>? = @ A?B�BCBDE �

���-������@ �FB�BCBDE ≤ +F��� = 1,2,… , I���B ≥ 0, �J = 1,2, … , !�.��/�'�2���
#���	
��	� #�7���� ����� ��	���� ��#�#�

��	���#�� ��#�"�-� ���
���� "�	���� ��	
�	�

%������"� 	�����
���������� /!31(2�

������#��	�#���
�����������5�6<�

 ���	���"��	�>? = @ AB��BCBDE �

���-����� � @ �FB��BCBDE ≤ +,F�� � =1,2,… , I���B ≥ 0,, �J = 1,2, … , !��
� /�'�2�

1�	
��-8"�	
��-� ������� #���"��#�

���"� �	������	��"�#����	� ��#�#���	���#��

��#�"�-� !01(� ����� !31(� ������#��	�

#���
�����������5���6<�

�'�  �	
���-� ��	��� ��������#����	� ≥�
��	�����≤������#��������	��"����	
�	�
7���� ��	
�"���	� ������ ���#� ��	��"��

��	
�	� 8�� ����� ��	���� ����� ��#�#�

��	���#��!01(������!31('��

�'�  �	
���-� ��	���� ����� ��#�#�

��	���#�� !01(� �����!31(� ��	
� �����

��� ��"��� ��	���� #��	���� ��#�#�

��	���#�� !01(� ����� !31(�� ������

��	
�	� ��	����-� %������"� �����-�	�

�����%������"�#���'��

�'�  �	��#�	� ����"� #���"��#� �
�"� ��#�#�

��	���#�� !01(� ����� !31(� ��"���

��	���� #��	���� ��	
�	� #������ ��-
��

��	��"�� ������ #���-� ���#�#�	� .��##8

&����	'�

�'�  ����������� ����"� #���"��#� �
�"�

#�-�	

�� 	�"��� +F ≥ 0� �	���� #����� = 1,2, … , I��	
�	� ��	

�	��� #����
%������"� ��#�#'� &���� #����� ��#�#� �����+F ≥ 0� ����� #�"�#�� #���-� )�#���"� ��	�
�����"KB ≤ 0��	����#�����J����������"�
��������	� ������"'� �	

�	��� %������"�

��#�#� ��"�����	� ��	
�	� ���� �����	��

�����<���

4$0?����/1�������2�������2�

(�"�-� L,� #�-�	

�� "MK =minQ"FKR.�
��	
�	"FK� ���"�-� ��"��� ���� ������"FK = ℜ:−+,F;��������#�#�!31(���	�L�
���"�-�%������"���#�#���	
���"���'�

4$0?�����/3�	������2�������2�

(�"�-� ��"��� ��8S� ��	
� ����	�-���
=F = TUVTWV = min XTUYTWY |"MB < 0[�� ��	
�	�
"KB = ℜ:>?B − A?B;� ����� ��#�#� !01('�
@�����	� "MB ≥ 0,� �����"�� 	�"��� "MB ≥0����� ��#�"�-� ������ ����"���� #�"�#��
)�#���"'��

+'�  ���"�-� "M\� #���
��� �	#��� ��	7�� ��	�
������������ ����"� #���"��#� �����'�

@����"�� ����"� #���"��#� ����� ��#�-�

��������� 	�"��� +F < 0�� ����� ��"�����	�
"�	
��-� �������� ��	� #�����#	���

-�	

�� ������"�-� #�"�#�� )�#���"� ��	
�	�

	�"���+F ≥ 0��	����#����� '�
�

3. �.2� $�#� ��������	� ��#�#� ��	���#��

!01(�#������������
�-��	�<�

 �	� >? = �−1,3,2,6��E + �−2,4,3,3��8�
#'�� 3�E + �8 ≥ 3�
� 4�E + 3�8 ≥ 6��E + 2�8 ≤ 3�
� �E, �8 ≥ 0'�

$��-� ��	��� ��������#����	�≥� ��	�����≤�
����� #������ ��	��"�� ��	
�	� 7����

��	
�"���	������� ���#���	��"����	
�	� 8��

�������	�����������#�#���	���#��!01(�

������#�#���
����������<�

#'�� 3�E + �8 ≥ 3 ⟹ −3�E − �8 ≤ −3�
��E + 3�8 ≥ 6 ⟹ −4�E − 3�8 ≤ −6��E + 2�8 ≤ 3'�



�����	
����
�	�������
�	��������������	���������	����	��/ ����������"��#�(����"8���"�����92�

��, 

 

$��-���	�����������#�#���	���#��!01(�

��	
� ����� ��� ��"��� ��	���� #��	���� ��#�#�

��	���#�� !01(�� ������ ��	
�	� ��	����-�

%������"� �����-�	� ����� %������"� #����

#���
����������<�>? − �−1,3,2,6��E − �−2,4,3,3��8 − 0�a− 0�9 − 0�b = 0�−3�E − �8 + �a = −3�

−4�E − 3�8 + �9 = −6��E + 2�8 + �b = 3��E, �8, �a, �9, �b ≥ 0'�
��#�	"�-� ��	���� #��	���� ��#�#� ��	���#��

!01(� ��� ���#� ��� ��"��� ����"� #���"��#�

�
�"<�

���'%�$�#�*���"�����"��#������#��,�

�3� >?� �E� �8� �a� �9� �b� ����>?� 1, � �−3,1,6,2�� �−4,2,3,3�� 0, � 0, � 0, � 0, ��a� 0, � −3� −1� �� ,� ,� −3��9� 0, � −4� −3� ,� �� ,� −6��b� 0, � �� �� ,� ,� �� ��

�

��	
�	��

"KE = ℜ�−3,1,6,2� = −3 + 12 + �2 − 6�4
= −22 + −44 = −1 − 1
= −2�

"K8 = ℜ�−4,2,3,3� = −4 + 22 + �3 − 3�4
= −22 + 04 = −1 + 0 = −1�

 ���������������"�#���"��#��
�"�#�-�	

��

	�"��� +F ≥ 0� �	���� #�����  =1,2, … , I��	
�	� ��	

�	��� #���� %������"�
��#�#'� (�"�-� min�"EK, "8K, � = �−3, −6� =−6�� #�-�	

�� �9� �����"�-� #���
��� ��������
��������� ��	� ��"�-� min cTUdTed = �8

�9 =
E
8 � , TUeTee = �E

�a = E
af = E

a�� #�-�	

�� �8� �����"�-�
#���
���%������"���#�#���	
������ /��	������

��������2� ��	
�	� �������	� "88 = −3�
�����"�-�#���
����	#�����	7�'�

 ����������� ����"� #���"��#� ��� ���#�

��	
�	���	������	��	#�����	7�� ���	�"��� ��

#���	
��	� �	���� ��"��� "88� ��	
� "��		���
���	�"���,���	
�	���"�����	������#������#�

�"���	���'� �����#�� ����#� ��"�����	� #������

������"�-�����"�#���"��#�������"'�

������"�-� 	�"��� #�"�#�� ��	��"�#���	� ������

������"	��� ���"�-��E, �8� = ga
b , h

bi�� 	�"���
)�	
#�� �����	� ������ ������"	��� ���"�-�

>? = g−3, aa
b , 9j

b , 12i�� ��	� 	�"��� )�	
#��
�����	� ������ ������"	��� ���"�-� > =

ℜ g−3, aa
b , 9j

b , 12i = � �a6kkl8 + E8�mnl9 = Ej
EK +

E8
8K = ah6E8

8K = 9j
8K = E8

b '�
�

�

3. �.2� $�$��������	� ��#�#� ��	���#��

!31(�#������������
�-��	�<�

 �	� >? = 48��E + 20��8 + 8��a�
#'�� 8��E + 4��8 + 2��a ≥ �20,80,20,60��

6��E + 2��8 + 32 ��a ≥ �20,34,10,22��
��E + 32 ��8 + 12 ��a ≥ �10,26,2,10��

� � ��E, ��8, ��a ≥ 0, �
��	
�	� 7���� ��	
� #���� #������� �����

?�	��-� ��� ����� ������"�-� 	�"��� #�"�#��

��	��"�#���	� ������ ������"	��� ���"�-����8, ��a� =:�−20,42,34,30�, �−74,80,70,98�;�� 	�"���
#�"�#�� ��	��"�#���	� 7����� ������"	���

���"�-����8, ��a� =�ℜ�−20,42,34,30�, ℜ�−74,80,70,98�� =�10,10��� 	�"��� )�	
#�� �����	� ������

������"	��� ���"�-� >? = �0,488,216,360���
��	� 	�"��� )�	
#�� �����	� ������ ������"	���

���"�-� > = ℜ�0,488,216,360� = � K69jj
8 +

ahK�8Eh
9 = 9jj

8 + E99
9 = rsh6E99

9 = EE8K
9 =280'�

�

-���	�����	�

�  ������ ����"��#� ���"� ������

��
�	���	� �	���� ��	��"�#����	� ��#�#�

��	���#�� ��#�"�-� ���
���� "�	���� ��	
�	�

���)�#��	� )�	
#�� �����	� ��"�	
�	�
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