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Tabel 1. Sifat-sifat operasi yang berlaku pada tiap

himpunan bilangan

No Sifat-sifat Operasi

Himpunan Bilangan

N C Z Q R

1 Identitas Penjumlahan

(0), aaa =+=+ 00
´ Ö Ö Ö Ö

2 Identitas Perkalian

(1), aaa =×=× 11
Ö Ö Ö Ö Ö

3 Komutatif

Penjumlahan
abba +=+

Ö Ö Ö Ö Ö

4 Komutatif Perkalian
baab =

Ö Ö Ö Ö Ö

5 Assosiatif

Penjumlahan

)()( cbacba ++=++
Ö Ö Ö Ö Ö

6 Assosiatif Perkalian

)()( bcacab = Ö Ö Ö Ö Ö

7 Invers Penjumlahan

0)( =-+ aa ´ ´ Ö Ö Ö

8 Invers Perkalian

a(1/a) = 1
´ ´ ´ Ö Ö

9 Distributif Perkalian

terhadap Penjumlahan

acabcba +=+ )(
Ö Ö Ö Ö Ö

10 Tertutup terhadap

Operasi Invers

Penjumlahan

0)( =-+ ba

´ ´ Ö Ö Ö

11 Tertutup terhadap

Operasi Invers

Perkalian 1)/1( =ba
´ ´ ´ Ö Ö

12 Tertutup terhadap

Operasi  Pangkat ca
b =

´ ´ ´ ´ Ö

Sifat Tak Terhitung pada R. Menurut tulisan

[3,4], himpunan R adalah himpunan tak terhitung

(denumerable), sedangkanQ merupakan himpunan

terhitung (numerable). Berdasarkan sifat Gabungan

Berhingga, setiap bilangan terhitung digabungkan

dengan himpunan tak terhitung, maka akan

menghasilkan himpunan tak terhitung. Dari definisi

bilangan R, R = Q + Q¢, dan sifat Gabungan

Berhingga, maka diperoleh Q¢ merupakan himpunan

tak terhitung.

Kelengkapan R. Himpunan R dikatakan lengkap,

karena R ada satu Aksioma Kelengkapan. Aksioma

Kelengkapanadalah setiap himpunan bagian

takkosong dari R yang terbatas di atas dan

mempunyai supremum di R. Sifat kelengkapan ini

tidak dimiliki oleh Q. Pada tulisan [4] diperlihatkan

bahwa misalkanA= {rÎ Q : 0 ≤r< 2 }. Himpunan

A terbatas di atas oleh 2 dan mempunyai

supremum 2 . Namun bila dipandang A sebagai

himpunan bagian Q, A tidak mempunyai

supremum di Q.

Himpunan Q dikatakan “padat (dense)” di R jika

ada satu bilangan rasional yang berada diantara

dua bilangan riil sembarang. Akibat dari sifat

kelengkapan R, maka Q¢ juga “padat (dense)”di R.

Pembuktian kedua sifat ini dapat dilihat pada

tulisan [3,4].

Hasil dan Pembahasan

Sifat Aljabar Q′. Berdasarkan Tabel 1, kita dapat

mengatakan bahwa hanya R dan Q yang

merupakan lapangan. Jelas bahwa Q¢ bukan

lapangan, karena tidak mempunyai identitas

terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. Akan

tetapi mereka mempunyai unsur invers dengan

unsur identitas 0 dan 1 terhadapkedua operasi itu.

Dengan kata lain, Q¢ tidak tertutup terhadap

operasi invers. Sifat tidak tertutup ini secara rinci

dapat dijelaskan bahwa penjumlahan dan perkalian

dua buah bilangan irasional tidak selalu

menghasilkan bilangan irasional. Misalnya 2 +

(- 2 ) = 0 dan 2 × 2 = 2, sementara 2 dan -

2 adalah bilangan irasional, sedangkan 0 dan 2

bukan bilangan irasional.

Bilangan irasional dapat dihasilkan dari

penjumlahan bilangan rasional dengan bilangan

irasional. Hal ini dapat dibuktikan dengan

kontradiksi. Misalkan x bilangan rasional dan y

bilangan irasional. Asumsikanx+y adalah bilangan

rasional. Maka x dan x+y dapat dinyatakan sebagai

x=m/n dan x+y=p/q, dengan m, n, p, qÎ Z dan n¹

0, q¹ 0. Dengan demikian diperoleh y=

(pn-qm)/qn. Karena sifat ketertutupan pada Z,

sehingga pn-qm, qnÎ Z, qn¹ 0. Atau x+yÎ Q.

Terjadi kontradiksi dengan asumsi. Jadi x+y

haruslah irasional.

Dengan cara serupa di atas dapat dibuktikan bahwa

bilangan irasional dapat juga dihasilkan dari

perkalian antara bilangan rasional yang tidak nol

dan bilangan irasional.

Q′ Tidak Lengkap tetapi Padat di R. Sebelum

membahas mengenai sifat kepadatan Q¢ di R, akan

diselidiki terlebih dahulu apakah sifat kelengkapan

R diturunkan pada Q¢. Asumsikan himpunan B =

{bÎ Q¢: 0 £b< 1}. Himpunan B tidak mempunyai

supremum bila B dipandang sebagai himpunan

bagian Q¢, karena supremum B adalah 1 Ï Q¢. Jadi

Q¢ tidak lengkap.

Dengan menggunakan sifat kepadatan Q¢ di R,

dapat ditunjukkan bahwa jika x dan y adalah
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bilangan riil dengan x<y, maka terdapat tak

berhingga banyaknya bilangan irasional dalam

interval [x, y]. Yaitu, jika x, yÎ R, maka terdapat

a1Î Q¢ sedemikian sehingga x<a1<y. Akibatnya

interval [x, y] mempunyai partisi interval [x, a1] dan

[a1, y]. Sifat (teorema) kepadatan ini dikenakan

kembali pada kedua subinterval ini, sehingga partisi

interval [x, y] menjadi [x, a2],  [a2, a1], [a1, a3] dan

[a3, y] untuk a1, a2, a3Î Q¢. Proses ini diulang untuk

memperoleh aiÎ Q¢ untuk iÎN. Hal yang sama juga

berlaku untuk bilangan rasional, yaitu terdapat tak

berhingga banyaknya bilangan rasional dalam

interval [x, y]. Namun mengingat bahwa Q

merupakan himpunan terhitung sedangkan Q¢
merupakan himpunan tak terhitung, secara intuitif

bilangan irasional lebih banyak daripada bilangan

rasional. Atau dapat dikatakan bahwa Q¢ lebih

“padat” daripada Q.

Contoh Pembuktian Beberapa Bilangan Irasional

Secara umum untuk menunjukkan sebuah bilangan

adalah irasional dengan pembuktian tidak langsung.

Disini hanya mengambil dua contoh anggota Q¢.

Contoh 1. Jika p adalah bilangan prima, maka p

adalah bilangan irasional.

Bukti: Andaikan p adalah rasional. Karena itu

dapat ditulis p =m/n dengan m, nÎ Z, n¹ 0, dan m

dan n tidak mempunyai faktor pembagi bersama

selain 1. Diperoleh p= (m/n)
2

atau pn
2=m

2
. Jadi m

2

adalah kelipatan p. Karena p adalah bilangan prima,

sehingga m juga kelipatan p atau m=kp untuk suatu

kÎ Z. Akibatnya pn
2=k

2
p

2
atau n

2=k
2
p. Jadi n

2

adalah kelipatan p dan dengan alasan sama seperti

sebelumnya, n juga kelipatan p. Dengan demikian m

dan n adalah kelipatan p. Hal ini bertentangan

dengan m dan n tidak mempunyai faktor pembagi

bersama selain 1. Jadi haruslah p adalah bilangan

irasional.n

Contoh 2. Bilangan
2

log 7 adalah bilangan

irasional.

Bukti: Andaikan
2

log 7 adalah rasional. Jadi dapat

ditulis sebagai
2

log 7 =m/n atau 7 = 2
m/n

denganm,

nÎ Z, n¹ 0, dan m dan n tidak mempunyai faktor

pembagi bersama selain 1.

Dari persamaan 7 = 2
m/n

, jelas bahwa ruas kiri

merupakan bilangan bulat ganjil, maka ruas kanan

juga harus demikian (tepatnya 7). Sebelumnya,

untuk membuat ruas kanan menjadi bilangan bulat

maka m haruslah kelipatan dari n, misal m = kn

untuk suatu kÎ Z. Akibatnya 2
m/n=2

kn/n= 2
k
. Jika k =

0, maka 2
0= 1; sedangkan 1 tidak sama dengan 7.

Jika k³ 1, maka ruas kanan merupakan bilangan

bulat genap. Padahal ruas kiri merupakan bilangan

bulat ganjil. Jadi
2
log7 adalah bilangan irasional.n

Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan di atas, dapat

disimpulkan bahwa sifat-sifat Q¢ adalah sebagai

berikut:

1. bukan lapangan, karena tidak mempunyai

unsur identitas terhadap operasi penjumlahan

dan perkalian;

2. merupakan himpunan tak terhitung;

3. himpunan yang tidak lengkap (tidak

mempunyai Aksioma Kelengkapan);

4. lebih “padat” daripada Q disepanjang garis

bilangan riil.
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