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Abstrak. Semigrup-I' S merupakan generalisasi dari semigrup. Semigrup-I' S adalah
semigrup yang memuat pemetaan S X I' X § = S, yaitu (a,y,b) = ayb € S dan memenuhi
(ayb)uc = ay(buc) untuk semua a,b,c €S dan y,u €. Quasi-ideal-T' Q dimana Q
merupakan himpunan bagian tak kosong dari semigrup-I'S disebut quasi-ideal-I' Q jika
STQ N QI'S € Q. Irisan dari semua quasi-ideal-I' Q yang memuat A dengan A merupakan
himpunan bagian dari semigrup- I' S, sehingga quasi-ideal- I' Q merupakan quasi-ideal-T' Q
terkecil yang memuat A.
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1. PENDAHULUAN

Struktur atau sistem aljabar merupakan himpunan tidak kosong dengan satu atau lebih
operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Salah satu struktur aljabar yang akan
dipelajari pada tugas akhir ini yaitu semigrup. Struktur aljabar semigrup lebih sederhana dari
struktur aljabar yang lain misalnya monoid maupun grup. Semigrup adalah himpunan yang
dilengkapi dengan operasi biner dan memenubhi sifat asosiatif.

Semigrup pertama kali ditemukan oleh A.K. Suchkewitsch pada tahun 1928. Salah
satu pengembangan semigrup adalah semigrup-I". Konsep quasi-ideal pada semigrup telah
diperkenalkan O. Steinfeld pada tahun 1956. Selanjutnya konsep semigrup- I' telah
diperkenalkan oleh M.K. Sen pada tahun 1981. Beberapa penulis diantaranya Ronnason
Chinram tahun 2006 juga mempelajari Quasi-ideal- I' pada semigrup-T.

Dalam mengkaji Semigrup-I" terdapat dua tinjauan. Tinjauan pertama yaitu Semigrup-
I' merupakan semigrup yang memuat pemetaan S X I' X § = S berarti untuk semua a, b, c €
S dany,u €T. Dengan kata lain S disebut semigrup-I" jika terdapat pemetaan S X I' X § —
S dan memenuhi (ayb)uc = ay(buc). Sedangkan tinjauan kedua yaitu Quasi-ideal- I' pada
semigrup- ' dimana @ merupakan himpunan bagian tak kosong dari semigrup- I' S disebut
quasi-ideal-I" jika STQ N QI'S € Q.

2.  QUASI-IDEAL

Definisi 2.1 [5] Misalkan S adalah semigrup dan @ adalah himpunan bagian tak
kosong dari S, maka Q disebut quasi-ideal dari S jika SQ N QS € Q.

Contoh : Misalkan S = [0,1], dimana S merupakan semigrup terhadap perkalian.
Misalkan Q = [0, %] Kemudian SQ N QS = [0, %] C Q. Maka dari itu Q merupakan quasi-
ideal dari S.

Teorema 2.2 [5] Misalkan S adalah semigrup dan Qi adalah quasi-ideal dari S, untuk
semua i € I. Jika N ;¢; Qj# @, maka N ;¢; @ merupakan quasi-ideal dari S.
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Bukti :

Misalkan S adalah semigrup dan Q; adalah quasi-ideal dari S untuk semua i € I.
Karena @ adalah quasi-ideal dari S maka SQjN Q;iS € Qj, untuk semua i € I, dengan
SQi< Qi dan Q;S < Qj, untuk semua i €I. Sehingga S(N;¢; Qi) € (N Qf) dan
(N e @S € (N e Qi)- Maka didapat S(N ;¢; Q1) N (N e, Qi) € N i; Qi Sehingga N ;¢ Qj
disebut quasi-ideal dari S.m

Definisi 2.3 Misalkan S adalah semigrup dan L € S, maka L disebut ideal kiri dari S
jika SL € L dan R € S, maka R disebut ideal kanan dari S jika RS € R.

Teorema 2.3 [5] Misalkan S adalah semigrup, L adalah ideal kiri dari S dan R adalah
ideal kanan dari S maka L N R adalah quasi-ideal dari S.

Bukti :

Misalkan L adalah ideal kiri dari semigrup S dan R adalah ideal kanan dari
semigrup S. Akan ditunjukkan L N R adalah quasi-ideal dari S. Maka ((L N R)S) N
(S(LNR)) € L nR.Misalkan L adalah ideal kiri dari S jika SL € L dan R adalah ideal
kanan dari S jika RS € R dengan RNL S R dan RN L € L. Oleh karena itu S(RNL) S L
dan (RN L)S € R. Sehingga S(RNL)N (RN L)S S (SL) n(RS) S L N R.Maka diperoleh
L N R adalah quasi-ideal dari S. m

Contoh : Misalkan Z adalah himpunan semua bilangan bulat dan M,(Z) merupakan
himpunan matriks berukuran 2 x 2. Dapat dilihat bahwa M,(Z) adalah semigrup terhadap

: . _([x O (XY
perkalian. Misalkan L = {[y 0] | x,y € Z} dan R = {[0 0] | x,y €Z }, karena L adalah

ideal kiri dari M,(Z) dan R adalah ideal kanan dari M,(Z) maka L N R = {[J(; 8] | x,y € Z}

merupakan quasi-ideal dari M,(Z).

Teorema 2.4 [6] Misalkan S adalah semigrup dan X adalah himpunan bagian tak
kosong, jika SX adalah ideal kiri dan XS adalah ideal kanan maka SXS merupakan ideal dan
SX N XS adalah quasi-ideal dari S.

Bukti :

Misalkan S adalah semigrup dan x € S, jika SX adalah ideal kiri dan XS adalah ideal
kanan. Akan ditunjukkan SXS merupakan ideal dan SX N XS adalah quasi-ideal dari S.
Terlebih dahulu akan ditunjukkan SX adalah ideal kiri dan XS adalah ideal kanan. S(§X) S
SX maka (SS)X € SX, XS(S) € XS maka X(SS) € SX karena SS € S sehingga SX adalah
ideal kiri dan XS adalah ideal kanan. Misalkan SX adalah ideal kiri dan XS adalah ideal
kanan, dari Teorema 2.5.1.3 diperoleh SX N XS adalah quasi-ideal dari S. Selanjutnya akan
ditunjukkan bahwa SXS merupakan ideal dari S. S(SXS) = (§5)XS < S(XS) = (5XS), maka
SXS adalah ideal kiri dari S. (§XS)S = SX(SS) € (§X)S = (5XS), maka SXS adalah ideal
kanan dari S. Oleh karena itu SXS merupakan ideal dari S.m
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3. QUASI-IDEAL-T PADA SEMIGRUP-T

Definisi 3.1 [4] Misalkan S dan I dua himpunan tidak kosong. Jika ada pemetaan f: S
X T x§ — 8§, yaitu (a,y,b) » ayb € S dan memenuhi (ayb)uc = ay(buc) untuk semua
a,b,c € Sdany,p € I', maka S disebut semigrup-I".

Teorema 3.2 [14] Jika S adalah semigrup, I'= {1} dan didefinisikan alb = ab, maka
S adalah semigrup-I.

Definisi 3.3 [14] Misalkan S adalah semigrup-I'dan M adalah himpunan bagian dari
S, M disebut semigrup-I" bagian dari semigrup-I" S jika M['M S M, dimana:
MTM = {ayb|a,b € M,y € T'}.

Contoh : Misalkan M = [0,1] dan I' = {%: n adalah bilangan bulat positif } dan M

merupakan semigrup-I" terhadap perkalian. Misalkan K = [0, lz], dengan K adalah himpunan

bagian tak kosong dari M dan ayb € K untuk semua a,b € K dan y € I'. Maka K disebut
semigrup-I" bagian dari semigrup-I" M.

Definisi 3.4 [14] Sebuah elemen a € S dikatakan regular di dalam semigrup-I' S jika
a€alSTa dimana alSTa={(ayb)ua; beSdany,uerl}. Semigrup-I' S
dikatakan regular jika setiap elemen di dalam S adalah regular.

Definisi 3.5 [S] Misalkan S adalah semigrup- I' dan L adalah semigrup- I' bagian dari
S, maka L disebut ideal- I kiri dari S jika STL € L dan R adalah semigrup- I bagian dari S,
maka R disebut ideal- I' kanan dari S jika RT'S € R.

Definisi 3.6 [14] Misalkan S adalah semigrup-I' dan I € S, maka I disebut ideal- I'
jika ITS € I dan ST'I € .

Definisi 3.7 [S] Misalkan S adalah semigrup-I' dan Q adalah himpunan bagian tak
kosong dari S, maka Q disebut quasi-ideal-I" dari S jika STQ N QI'S € Q.

Implikasi bahwa kelas dari quasi-ideal-T' pada semigrup-I" adalah generalisasi dari
quasi-ideal pada semigrup.

Teorema 3.8 [12] Misalkan P merupakan himpunan bagian tak kosong dari
semigrup- I' S, P merupakan quasi-ideal- I" dari S jika dan hanya jika PT'STP € P.

Bukti :
— Misalkan P adalah quasi-ideal-I" dari S. Akan ditunjukkan PT'STP € P.
PcSdanSTScES

(PTS)TP C STP (1)
PTSCSTSCS
PT(STP) € PTS 2

Kemudian PI'STP € STP dan PI'STP € PI'S. Dari persamaan (1) dan (2) terlihat
bahwa PI'STP € PI'S N STP, karena P adalah quasi-ideal-I' dari S dimana PI'S N STP € P.
Maka diperoleh PI'STP <€ P.
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< Misalkan PI'STP € P. Akan ditunjukkan P adalah quasi-ideal-T" dari S. PT'STP =
(PTS)T(STP). Untuk (PTS)TS = PT(STS) € PTS dan ST(STS)IS = (STS)LP < STP
dengan PI'S dan STP merupakan ideal kanan dan ideal kiri dari M. PTSNSTP C
(PTS)I(STP) € PTSTP C P.

Sehingga didapat PT'S N STP € P dengan P quasi-ideal-I" dari S.m

Teorema 3.9 [5] Misalkan S adalah semigrup-I' dan Qi adalah quasi-ideal-I" dari S
untuk semua i € I, maka N ;¢; @ merupakan quasi-ideal-T" dari S.

Bukti :

Misalkan S adalah semigrup-I" dan @ adalah quasi-ideal-I'" dari S untuk semua i € I.
Akan ditunjukkan ) ;¢; Q@i merupakan quasi-ideal-I" dari S.

Diambil sebarang x € ST(N;¢; Qi) N (N ;e QTS, berarti terdapat x € ST (N ;¢; Q)
dan x € (N ;¢; @)TS. Untuk x € ST(N ;¢; Q;) terdapat a € S,y € I'dan b € (N ;¢; Q) untuk
setiap i € I, maka x = ayb. Untuk b € (N ;¢;Qj) maka b € Q; untuk setiap i € [. Jika
x = ayb terdapat a € S,y € I' dan b € Q; untuk setiap i € I, sehingga x € STQ; untuk setiap
i €1, didapat x € STQ;< Qjuntuk setiap i € Idan x € Qjuntuk setiap i € I, sehingga
X € N ;e Qi Diperoleh ST(N;c; Qi) € (N;e; Qi), untuk x € (N;g; QIS terdapat b €
(Nie; @),y €T dan a € Suntuk setiap i € [ maka x = bya. Untuk b € (N ;¢; Q;) maka
b € Qi untuk setiap i € I. Jika x = bya terdapat b € Q; ,y € I' dan a € S untuk setiap i € I,
sehingga x € Qi 'S untuk setiap i € I, didapat x € Q;I'S € Q;j untuk setiap { €I dan x €
Q; untuk setiap i € I, sehingga x € N ;¢; Q;. Diperoleh (N ;¢; @IS S (N ;¢ Q).

Oleh karena itu didapat x € ST (N ;¢; Qi) N (N ;¢ Qi)IS, maka N ;¢; Qi merupakan
quasi-ideal-I" dari S.m

Teorema 3.10 [5] Misalkan A adalah himpunan bagian tak kosong dari semigrup- I
M dan ¢ = {Q|Q adalah quasi-ideal- I' dari M yang memuat A, A € Q }. Misalkan (A)q =
N ges Q, sehingga A € (A)q. Oleh karena itu (A)q adalah quasi-ideal-T' terkecil yang
memuat 4.

Teorema 3.11 [5] Misalkan A adalah himpunan bagian tak kosong dari semigrup- I
M dan ¢ = {Q|Q adalah quasi-ideal-T'" dari M yang memuat A,A € Q }, untuk (A)q =
N ge Q maka (A)g =AU (MTANATM).

Definisi 3.12 [5] Misalkan S adalah semigrup- I dan L adalah semigrup- I' bagian dari
S, maka L disebut ideal- I" kiri dari S jika ST'L € L dan R adalah semigrup- I bagian dari S,
maka R disebut ideal- I kanan dari S jika RT'S € R.

Teorema 3.13 [5] Misalkan S adalah semigrup-I' dan L adalah ideal- T" kiri dari S dan
R adalah ideal-T" kanan dari S maka L N R adalah quasi-ideal- I" dari S.

Bukti :

Misalkan L adalah ideal- I' kiri dari semigrup-I' S dan R adalah ideal-I" kanan dari
semigrup-I" S. Akan ditunjukkan L N R adalah quasi-ideal- I" dari S.

Didapat ((L N R)FS) N (ST(LNR)) € L NnR. Misalkan L adalah ideal- T kiri dari S
jika STL € L dan R adalah ideal-I' kanan dari S jika RI'S € R dengan RN L S R dan
RNLCc L. Oleh karena itu ST(RNL)<S L dan (RNL)IS SR, sehingga ST(RNL)N
(RNL)TSCS (STL)N(RTS) S LNR

Maka diperoleh L N R adalah quasi-ideal- I" dari S. m
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Definisi 3.14 [S] Misalkan M adalah semigrup-I', M disebut quasi-simple semigrup-I’
jika M adalah quasi-ideal-I" satu-satunya dari M.

Teorema 3.15 [5] Misalkan M adalah semigrup-I'. Maka M merupakan quasi-simple
semigrup-I" jika dan hanya jika M = MI'm N mI'M untuk semua m € M.

Bukti :

Misalkan M adalah semigrup-I' dan M merupakan quasi-simple semigrup-I'

= Misalkan bahwa M adalah quasi-simple semigrup-I'. Akan ditunjukkan bahwa
M = MT'm N mI'M untuk semua m € M.

Diambil sebarang m € M. Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa MI'm N mI'M
adalah quasi-ideal- I' dari M, sehingga MI'm N mI'M merupakan himpunan tak kosong
karena mI'm € MI'm N mI'M. Oleh karena itu, M[(MI'm N mI'M) N (MT'm N mI’'M)I'M
Berarti terdapat x € MT'(MI'm N mI'M) dan x € (MI'm N mI'M)I'M
Sehingga x = ayb, dengan b € MTmNmI'M itu berarti b € M[m dan b € mI'M.
Dimisalkan b = cém dan b = mud, Maka diperoleh x = ay(cdm) dan x = ay(mud)

Untuk x = ay(cdm)

= ay(cém), maka x € M'm
Untuk x = ay(mud)

= (aym)ud, maka x € mI'M

Karena x € M'm dan x € m'M didapat x € MTm nmI'M € M, sehingga
MT(MTm nmIM) N (MI'm n mI'M)TM € MT'(MI'm) n (mIC'M)TM

= (MTM)I'm n mI'(MT'M)

Oleh karena itu (MI'm N mI'M) merupakan quasi-ideal-I' dari M, karena x € M
diperoleh M = (MI'm N mI'M) disebut quasi-simple semigrup-T.

< Misalkan bahwa M = (MI'm N mI'M) untuk semua m € M. Akan ditunjukkan
bahwa M adalah quasi-simple semigrup-I'. Misalkan A adalah quasi-ideal- I" dari M. Sehingga
didapat ATM N MTACS A Kkarena A = U,ea{m}, maka MTANATM = Uea(MTm N
mlI'M=meAM=M. Dan diperoleh M =M ANAT MCACM, dengan A=M.

Oleh karena itu M disebut quasi-simple semigrup-I'.m

Definisi 3.16 [5]

Misalkan Q adalah quasi-ideal- I' dari semigrup-I' M, Q disebut quasi-ideal-I' minimal
dari M jika Q tidak memuat quasi-ideal- I' sejati lainnya dari M. Dengan kata lain, Q disebut
quasi-ideal- I" dari M jika N quasi-ideal- I" dari semigrup-I' M dan N € Q maka N = Q.

Teorema 3.17 [5]
Misalkan M adalah semigrup-I' dan Q adalah quasi-ideal- I' dari M. Jika Q adalah
quasi-simple semigrup-I' maka Q merupakan quasi-ideal-I' minimal dari M.

Bukti :

Misalkan M adalah semigrup-I' dan Q adalah quasi-ideal- I' dari M dan Q adalah
quasi-simple semigrup-I'. Akan ditunjukkan Q merupakan quasi-ideal-I' minimal dari M.
Misalkan C adalah quasi-ideal- I' dari M, sedemikian sehingga C € Q. Maka QT'C N CTQ <
C. Maka diperoleh QI'C N CTQ € MT'C N CT'M < C. Oleh karena itu Q adalah quasi-simple
semigrup-I', maka C = Q. Sehingga Q disebut quasi-ideal-I' minimal dari M.m

227



Teorema 3.18 [11]

Setiap quasi-ideal-I' minimal @ dari semigrup-I' M direpresantasikan sebagai
Q = MT'a n al'M, dimana a adalah elemen dari @, MT'a adalah ideal-T' kiri minimal dari S
dan al'M adalah ideal-I" kanan minimal dari S.

4. KESIMPULAN

Dari pembahasan dalam bab sebelumnya, diperoleh kesimpulan bahwa Semigrup-I'
adalah semigrup yang memuat pemetaan f:S X ' X § — S, yaitu (a,y,b) = ayb € S jika
memenuhi (ayb)uc = ay(buc) untuk semua a,b,c €S dan y,p €Tl. Quasi-ideal-T
merupakan generalisasi dari quasi-ideal dari semigrup dimana @ merupakan himpunan
bagian tak kosong dari semigrup-I' S disebut quasi-ideal-I" jika STQ N QI'S € Q. Semigrup-
[' § dikatakan quasi-simple semigrup-I' jika S adalah quasi-ideal-I" satu-satunya dari S dan
quasi-ideal-I" Q dari S disebut quasi-ideal-I' minimal dari S jika Q tidak memuat quasi-ideal-T'
lainnya dari S. Dengan kata lain quasi-ideal- I' Q dari semigrup-I' S disebut minimal quasi-
ideal-T" dari S jika dan hanya jika Q adalah quasi simple semigrup-T.
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